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‘ CATENE PERIODICHE DI RADICALI 


‘ NOTA 


DI 


UMBERTO SCARPIS (a Bologna) 


in alcuni recenti lavori (‘) l’Illustre Prof. Pincherle si occupò di un 
algoritmo che distinse col nome di « catene di radicali quadratici » rappre- 
sentato dall’espressione : 


Plot latta... 


dove a vien detta base e si suppone reale e positiva. 

Una catena può essere limitata ed illimitata in relazione col numero di 
radicali sovrapposti. 

Intorno a questo algoritmo che si presenta più complesso degli algoritmi 
classici di serie, prodotto infinito, frazione continua, inquantochè la relazione 
che lega due suoi stati consecutivi (tre per le frazioni continne) non è più li- 
neare, l’ A. ha raccolto buona messe di interessanti risultati tra i quali, ma 
solo incidentalmente, figura pure la determinazione della convergenza e del 
valore di ‘alcune catene illimitate periodiche, con base positiva. 

Lo studio generale delle catene periodiche, anche nell’ ipotesi restrittiva 
a > 0, presenta forse difficoltà non lievi, poichè subordinato alla natura di una 





(4) S. Pincherle, Sulle catene di radicali quadratici. R. Accademia di Bologna, 1918; 
Sulle catene di radicali quadratici. R. Accademia di Torino, 1918; Sulle radici reali delle equa- 
zioni iterate di un’equazione quadratica. R. Accademia dei Lineei, 1918, 
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classe di equazioni di grado 2”, se n è il numero dei radicali del periodo, ed È 
i cui coefficienti sono funzioni razionali di a; ed il modesto scopo di questa 
breve Nota è di richiamare l’ attenzione degli studiosi sulle geniali ricerche. 
iniziate dal Prof. Pincherle intorno ad un argomento che, elementare nei 
primordi, non tarda però a svelare profondi Adernvelati con questioni elevate 


di Algebra e di Analisi. 
A tale intento, riassunti due casi svolti dall’ A., se ne iratusan un altro 


più complesso, che contribuisce a metter maggiormente in Ince i natura de: 


licata dell'argomento. 


e 
9 


1. Consideriamo da prima la catena’ periodica : 


; +Va+Va fat. 


‘ 


supposto a > 0. 


Le catene limitate : 








So TO Ù) Lava 
1) +Ja, +Va+Sa, +Va+Va+/a.... 
se ne diranno le ridotte; ed esse, per a >0, costituiscono una successione 


evidentemente crescente, ma limitata. 


Infatti, se a > 2, sì ha: 


Va +Ya</2a<a \ 


Vatya fa </a <a 5 


e così via; ed a più forte ragione se a <2. 
La successione (1) ammette quindi un limite finito À, ade si assume come 
valore della periodica, in questo caso, convergente. 


Indicando con %, , 4, } 93;-«.. le successive ridotte, si formino le due. 


successioni : 


(2) 1 Va + atg,slato;, calato, 
(8) oo o 





Ù 


 Com8è palese, 9,1 =}a + 9,; ® poichè le (3) tendono a ), questo sarà 
pure il limite delle (2), cioè . ) 


. 


lim Ya + ie LL AC PR ELP 
n=09 N==00 


Ma 





lim Ja H4- 0, =/a+ limp, = Va + x 


Na 09 “ 
e quindi 


Va LAI ZA 


x 


per..cui, \.è-radice di . ..; 


Ja-Fa=a 
- vale a dire di : ves) 
“I Via LARE SOOT IE, GIORNI, Brann i . 


ed infine, scartata la radice negativa, 


. 


/ n (14/14 4a). 


wir 


2. Prendiamo ora in esame la S 


7 SI n i za 
Se a<1, le successive ridotte, a partire da Va—/a, sono tutte com- 
 plesse; e per a —=1, le %,, risultano tutte nulle, è Ie 2,4, tutte eguali ad 1. 
Supponiamo quindi a > 1, e proviamo intanto in questa ipotesi che le 
| ridotte sono tutte reali. Posto infatti che lo siano %@,,,,++..,%9n-1, la con- 
dizione necessaria e sufficiente poichè lo sia anche Vila è che sia 


\ @ > 1; ovvero, essendo 0, =|A—- ds, 


73 a>Ja—g,, P4 e, 





x 


x 


la quale ultima è sempre soddisfatta, perchè per a > 1 è a — a>0, e perchè 
le ridotte, se reali, si assumono sempre positive. 

Essendo reali %,,%,, lo sarà anche %, e così via. 

Ciò premesso, facciamo notare che le catene d’indice dispari formano una 
successione decrescente, ed una crescente quella di indice pari. 

Supponiamo infatti che 


di PIP Pani 


Poichè © 


Dana — Va a Va _ Pan 
Dan = — Va (SI Don—-3 | Ù 
È # È . À 
essendo, p. i., 4a;-3 > fn-13 Ne viene subito che %3,-, > 9a. Ma 6, > 9}; 
quindi 9, > 9,, € così di seguito. a 


Parimenti, posto che 


Po <P < Pa <eeee < Pane “i 


poichè 


Pg, Va re Va VR. Paone 





Dane —=|\a Era Va _ Pan 


ed È; p. 15 Poi ARA risulta Porno < Pan - 
La cosa è palese per le due prime pari È 


lenta‘; nelo—Va=fa= 





e quindi vale in generale. ] 

Da quanto precede, tenendo presente che %, =]a, ma che ogni altra 
ridotta %, è sempre minore di Va, si deduce la convergenza a due limiti de- 
terminati e finiti 1,,1,, delle due successioni i 


dir RL Rei I O 


n ; £ Sa 


a 


iv 
W, 








: Î | ij 7 7 i) 
vr. | AC FICO i di fi 
Passiamo ora a dimostrare l’eguaglianza dei limiti 2, e 2,. 
. Conveniamo di indicare con ©,(4 — x) ciò che risulta sostituendo nell’ ul- 
timo radicale a destra di Pn , il radicando a con (a — x). Ciò premesso dalle Ugo 
due successioni he 


» 


Pa 


o 


e SAGGESE] Pan DAD DHTOLO 
e . 


i cui termini sono ordinatamente eguali, passando al limite per n = 00 si ha: 
la : 


lim p(a— gi) = (a line) =g(a— 4) 


n==00 


vale a dire 


Va —1,=1, 


© che resa razionale diviene 
: 2 presi! 
(1) (na pe 


Parimenti dalle 


/ I pa PP); PA Pci PA Pi 
PAR Mera ci Pani E 
i con il medesimo procedimento si ottiene. 
x pad) =, 
vale a dire 


Va—-t=1, 








& 





i LE TEX i ARI 


Pongasi ora che sia 2, ='l,: dalla (1) sottraendo la (2) e dividendo poi per 


2 
LI, — 4,0, ne viene 


8) CO R+4=1 
dalla quale, essendo 2, > 0,4 >0, si ricava pure ,,<1,1,<1. 
Ma in questo caso: 2, <l,,,< 4, e non potrebbero quindi sussistere le 
(1), (2), (3) essendo a>1. i 
I due limiti 2,,, devono essere perciò eguali, dal che segue che la sue 
cessione completa : i | suc i 


DI 3 Dog Pagierr9 Pigi j y” SOLE è 


sarà essa pure convergente ad un limite \ =, = },. 
Si tratta ora di determinare À. 
A tale scopo, consideriamo fe due successioni 


Ja = ps fa=o BRITA [TOI 


Pi ina Pe een 


i cui termini sono ordinatamente eguali poichè è sempre 


D,, “= } Udi Dil * 


La seconda tende al limite finito , ed allo stesso. limite convergerà la 
prima, per cui sussisterà l'identità 


Va-X=A 


e si conclude che ) sarà la radice positiva di 


adaT—-a=0 \ 
cioè 


__Via +1 lr i DA 

2 “AAA 

| - : SA ; 

Si è così provata la convergenza della catena e se ne è trovato il VASTO 
lore (*). Aaa 


(4) Questo caso è trattato nella seconda delle Note citate. Riportandolo ne abbiamo mo- 
dificata l'esposizione per uniformarla a quella del seguente, e per comodo dei lettori che non 
avessero ancor preso cognizione dei lavori del Prof. Pincherle, OE 


ì I] 








3. Passiamo ora ad esaminare la catena periodica illimitata 


x 





4 ! . 

| 

«e come prima sì ponga ; 
- 

7 Pia = ligne 

fi g=+46; +e tata ta; 

i 


e così via. Nofisi che in ogni ridotta, dalla: seconda in poi, s’ incontrano per 
primi due radicali preceduti dal segno - e che i seguenti sono preceduti 
alternativamente dal segno —-e dal + : inoltre il numero dei segni di radice 
eguaglia 1’ indice della ridotta. 

Si osservi pure che, tra due ridotte consecutive pari o dispari, esistono 
le relazioni 


" % IEEE e 

(1) Dont Va he Va — Pant 
s ; N 20 sE 
(2) Ponto = —=a “1 Va— ©, do 


| Ciò premesso, cerchiamo la condizione di realità per te De 

K: Per a= 0, risultano reali 0, e ,; e pera=1 e solo in questo caso è 
reale anche %,. Per la 4, occorre intanto che sia a > 1; dopo di che è neces- 
E sario e sufficiente che si verifichi la 


CAT azlatVa=0, 
; “che, Nell'ipotesi a > a ale alla 
3 (4) | PARO E 
d I 4509 : 
ai — 2a La —a=0 


bi if indetdo dalla radice o=0, possiede un’ unica radice reale a = 1,754... 
E. ‘e quindi per a = 2 e solo sotto questa condizione è soddisfatta la (4), e ne 
® ‘segue-la realità di g, ed inoltre che g,<a. 








MEX 


Ma se %, è reale, dalla (2) segue 


a=labla-p,<Vatfa=p <a 7 


e poichè 


e=la+la=e,<Va4+/a=%,<a 


segue che anche o; è reale e <a, e così via. Concludiamo : 
Per aa, le ridotte pari sono tutte reali e <a. de 
Per quanto concerne .le dispari ROSnO intanto SRO DeL az4 21 sono 
reali 9, e %, ed inoltre d 


pr=la<a s 


l) 


saVatlefa</a+fa=g,< 


Dalla (1) si ha poi 2) dt: 





$ pg, = Va +Ja—g, 


ed essendo reale e <a la %,, tale risulta 9, e così di seguito. 
Per aa le ridotte dispari sono tutte reali e <a. . 


La condizione a = a. è quindi necessaria e sufficiente - per la realità di 
tutte le ridotte indistintamente. 


* 


4. Hsaminiamo ora come si succedono le ridotte i cui indici sono rispet. 


tivamente della forma 2-2n, e 2(2n4- 1), vale a dire tati SA 
1 Pio Par Parte Pan 
(2) Por Per Pio ++ Panda * 


Proviamo che le (1) crescono con. l’indice. 
Poichè 





+ 


8 = a+ Va-Va+/a=g,=%4— 9) 


si ritonosce subito che P, > Py 





Supponiamo provato che 


(A I 7 Pi JI 


e dimostriamo che 


Pi(n41) Da Din è 


Ammesso infatti che fosse + 


è, 


Pin = Da4(n+1) i % 


vale a dire, per la (2) del $ 3, 





e i PED AT EA PRI 
Va 4a — gus SVa + {a — pese 


quadrando e sottraendo a per due volte consecutive dai dne membri della. 
precedente disuguaglianza, risulterebbe 


, 
‘ 


A pi Piano 2: Uro Dante 3 Pine < Danke 


.e, per la (3) del $ 3, 


‘ 


Va Sv Va _ Pants =" | (7 dn Va — Din 


e ripetendo nei due radicali operazione precedente 


i Rn PDin4 < TAL Din 5 Dan4 = Din 


ò contrariamente all’ ipotesi. Sarà quindi %@,(41 > 94, @ resta dimostrato che lé 
Pun Crescono con it. 


Esaminando ora le 9,, 9, -...; Qo(ent1) «+++ SÌ constata intanto subito che 
st d, > 9; e posto che sia 


LA > Derre D Paten-) D Paenti) | 
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X 10 X 


con l’aiuto della (1) del $ 3, si riconosce, come precedentemente, che non potrà 
essere ,(2,43) = Po(2n41) 3 © resta così provato che le Po(e1-1) decrescono al cre- 


| scere di n. 


Poichè le 9,, e le 9, 2,-y SI mantengono tutte <a, segue che le une come. 
le altre tendono rispettivamente a due limiti determinati e finiti 2, ed L,. 


Dalle relazioni‘ 


Pin = pa ra Prtgn-1)) ; Polant4y) = pa TRA Pin) 


cd 


passando al limite si ha 


(3) l, = 0.(A — L,) ; l, = (a —lj' 


dalle quali, eliminando le radici e sottraendo membro a membro, 


(4) ei 


Proviamo che /, = l,. Posto, p. es., ,, >, , dalle (3) si ricava 


pfa — 1) IL ; pla D<I 


dalle quali, togliendo i radicali, 


(5) 3i— 2al2 bl +0— aid; ita + hd — SM 


Notando ora che 


2a +o+a—a=( +e +a).(e—-a+1-a)= agri 


=|s- 


2 


affinchè risultino verificate le (5), essendo L ; l, al pari di ogni @, po- -. 


ini 


È 


PIRAS 


Da ee 
Ar PR E GT e 


A SA 


n 
"tr 


ate digit pain i a rt I e ita se i A nt dl Sen a NEC SIAT TIFO VO: 


11 ) 





— 1 4a | 1 i A . 
PETE è necessario e sufficiente che sia 


sitivi e >Ja > 


I e E 


2 ano 


Ponendo nel primo membro di (4) per 7, ,, i loro limiti inferiori, ne risulta 
una funzione della base a che cresce con a: e poichè per a = 1,7514.... ($ 3), 
vale a dire per il minimo valore della base compatibile con la realtà delle 
ridotte, la (4) non si verifica, essa a fortiori non potrà sussistere per @ > 
e si conclude che non può essere 1, > 1, 

Poichè del pari non può essere /, >/,, segue 7, = L. 


5. Passando ora alle 9, con » dispari, sì constata per le prime 
PI 97 PV 


PZ <P 


vale a dire che ciascuna di esse risulta compresa tra le pari adiacenti. 
Supposto che questa legge si verifichi fino alla 2,1; proviamo che vale 
pure per la 2,4. 


, 


Dalle relazioni. 
de, Price Va aio, 
(2) dara aL lato 


Uffa Dan 





(3) PDanja Va + y 
ponendo a riscontro (2) con (1), si ricava che in dipendenza da %zn-2 = Pani 
si avrà pure %2, < £2,41j @ parimenti dalle (3), (2) si ottiene che da psn, Z Pan 
SEGUE anti = Panta » 

a 


L’eguaglianza dei due limiti Z, ed , delle successioni parziali 


E, Po Pro Prot Pagana) e 


Per Par Peer Pan i 





porta di conseguenza che la successione completa delle pari 


Do Pig Paprt9 Pani 


è pure regolare e possiede lo stesso limite delle precedenti, che indicheremo 
con . 

Ma ogni dispari è contenuta tra le due pari adiacenti, e ne segue ché 
sarà pure il limite delle dispari che risulta così limite della successione totale 


Pio Pao Pare 0a Pao 
Resta così provata la convergenza della catena periodica. 


6. Rimane ora a determinarsi il valore di À. 


Dalla 
gn =Va + Va — pas 
passando al limite si ha 
de Va | Va=x 
da cui segue che ) è radice dell’equazione 
(1) ci 2ar 4a ba -a=0. 
La (1) è riducibile, e si Eton nelle 
o+aT-a=0 


e-x+1T—-a=0 


entrambe a radici reali di segno opposto. 
Escluse le radici negative, rimangono come. valori possibili per X 


ia-3 0 


Dal fatto che le %,, da %, in poi, sono sempre >Ja e che invece 


ETRE Rea 


; <Va 





irogiti x 13) o 








SUM Ù 4 1-1 i, 
si conclude che il predetto limite non può essere Su e resta così x 
ì 
dimostrato che x 
vt Via —3 +1 


2 


7. Indichiamo ora con 


RAR 


4 


le successive ridotte della periodica , 


st} SE Va Va + let. 


Dalle relazioni i 





(car At wu Met 


Per Va tiara 


Pn == Vatdaa 


‘si deduce che la nuova periodica (1) è convergente e che il suo valore w è 
legato a X dalla relazione : 


Negfa zip: 


Da questa si ottiene 


PESA) (ai 
——__________________— a = ——TT —__ 
2 2 


LZZEA n | 
la qual quantità è radice della, 


xt 2a — r4+- a — a=0 
VO 
\ 


trasformata ins x) dell’equazione (1) del $ 6. 


a 


RIZIOOA nas LI 





di 
a 








LA RIEMANNIANA CORRISPONDENTE ; 
ALLA CURVA L42440 da 


MEMORIA 
DEL 


Dott. ALESSANDRO BIONDI (a Napoli) 


(con 2 tavole colorate) 


Nella teoria delle trasformazioni di 7° ordine delle funzioni ellittiche in- 
terviene una relazione, che scritta in coordinate omogenee è la seguente: 


) 


(1) ee, Jo, 4 aa, 0. 


Tale relazione corrisponde ad una eurva di 4° ordine di genere 3, che ha molta 
importanza in Analisi, e che ammette il noto gruppo delle 168 trasforma» 
zioni in se stessa. Questa curva automorfa è stata studiata moltissimo da 
Klein (' e da altri Autori da molti punti di vista; da quello delle funzioni 
automorfe, come dal punto di vista della teoria delle forme ternarie, avendone, 
per esempio, Gordan (?) determinato il sistema completo di forme invaria: 


ì Ù 


(1) Klein F. Ueber die Trasformation der elliptischen Functionen und die Auftosung der. 
Gleichungen fiinften Grade, Math. Ann. ‘XIV; p. 111-172. 

Klein F. Ueber die Ernie2rigung der Modulargleichungen. Math. Ann. XIV; p. 417-427. 

Klein F. Ueber die Trasformation siebenter Ordnung der elliptischen Functionen. Math. 
Ann. XIV; p. 428-470. Mi: 

Klein F. Zur Theorie der elliptischen Modulfunctionen. Math. Ann, XVII; p. 62-70. 

Klein-Friche. Theorie der elliptischen Functionen. I Vol., Leipzig, 1890. 

(®) Gordan P. Ueber das volle Formensystem der ternaren biquadratischen Form. f=,3x3+ 
+ 23573 + 0%x,. Math. Ann. XVII; p. 217-233. 

Gordan P. Veber die typische Darstellung der ternaren biquadratisthen Form. f=x}x,+-x*1,+ 
+£r,. Math. Ann, XVII; 359-878. i 

Gordn P. Weitere Untersuchungen iber die ternaren biquadratischen Form, f= 3%, + 
£9°x3 +-3*x,. Math. Ann. XX; p. 487-514. 
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Considerando la curva della Fig. 1, osserviamo che se dal punto A ver- 
tice del triangolo fondamentale si conducono le tangenti alla curva, esse sono 
la AO tangente nel flesso A, e.la AB tangente nel flesso B, che taglia ulte- 
riormente la curva nel punto semplice A. Ora se ci riportiamo alla curva della 
Fig. 2 îl suddetto punto A ‘corrisponde al punto all infinito dell’asse delle y. 

Se da tale punto sî conducono le tangenti alla \curva parallele all’ asse 
suddetto, una di queste è proprio l’asse delle y tangente alla curva nel suo 
punto all’ infinito. Tale asse delle y taglia la curva nel punto O, che è un 
punto semplice, mentre è tangente alla curva nel suo punto all’infinito in un 
flesso, che la curva presenta in tale punto. Quindi Passe delle y nel suo punto 
all infinito taglia la curva in 3 punti infinitamente prossimi. 

Non cousiderando uno dei valori infiniti della funzione, risalta che il punto 
all’infimito dell’asse delle y è già un punto di diramazione di 1° ordine. Ora se si 


considera la retta all’infinito, essa Catia: la curva nel punto all’infinito dell’asse 


delle y in un punto semplice, mentre è tangente alla curva in un flesso, che 
questa presenta nel punto all’ infinito dell’ asse delle x. Sopprimendo un va- 
lore infinito di questi tre valori infiniti della funzione coincidenti nel punto 
all’ infinito dell’asse delle x, risulta che tale punto è anche punto di dirama- 
zione della funzione. Perciò per la curva della Fig. 2 il punto O del piano 


‘delle z è un punto di diramazione di 1° ordine, mentre il punto all’ infinito è 


un punto di diramazione di 2° ordine. 


Da quanto si è detto restano individuati i 10 punti di diramazione nei 3 
piani sovrapposti delle 2. Essi sono costituiti dal centro O della circonferenza 


descritta col raggio uguale a (3 , dai 7 punti della circonferenza, vertici 
27 
dell’ ettagono regolare inscritto in essa con un vértice sull’ asse reale dalla 


parte negativa, e dal punto all’ infinito dell’asse reale, che funziona da punto 
di diramazione di 2° ordine. 


$ 2. CURVE DEL PIANO DELLE Z, CHE CORRISPONDONO ALL’ASSE REALE 
DEL PIANO DELLE e. 


Poniamo in (2) 


ZI WA lo el iy; 


uguagliando a zero la parte reale ed il coefficiente della parte immaginaria sì 
otterranno i due polinomi : 


‘ 


| xt L'Y8Yr 3X°Yy — 3XY?îxe + X — 3ey + a — 0 
(7) 
Î X°y— Ya LP 8X°Yax — 3XYyL-Y4_3oy_-y=0. 
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Ponendo in (7) v=0 che. dip equazione dell’ asse delle « nel piano delle ‘8, 
esse diventano : i Pao LS 


a+ a(X°— 8XY) PX =0 
(3) 
/ x(BX°Y — Y) + Y= 0. 


Eliminando « dalle due equazioni (8) si avrà 


(9) AES L'6X5Y3 — er +3XW-Y=0, | i 

la ‘quale si spezza nelle due equazioni Ù 3 
(10) Yo=-0 i 
(11) 18X" + 6XIY? — 10X°Y! + 2XY°= 1, 


105 
4 


Le (10), (11) indicano ehe all’asse reale del piano delle 2 corrispondono a 
l’asse reale del piano delle Z contato tre volte e la curva rappresentata analiti- 
camente dalla (11). To ; v, 

È utile rifare il calcolo precedente con le coordinate polari.  Ponen- 
do in (2) 

& 5 
Z=p(cosd+ isend) ; e=7r 


Na : . L) 


sl avrà: è 


e*r(cos 33 + isen 38) + 1° + p(cosè -- i sen è) — 0. 


1) 


Uguagliando a zero il polinomio formato dai termini reali e quello formato 
dai coefficienti dei termini immaginari, si avrà: I 3 


1° + p°r c0833 + peosò = 0 
(12) 


je 


p°rsen 39 + p send = 0, 13) pe 
ed eliminando 7, . 


p*sen'd}— 1 — p'"cos 38(4 costà — 1)° 4- p°cosd(4 cosfd — 1) = ; 





bi a A i A i i 


19 > 


< 
la quale si spezza nelle due equazioni: 





(13) p°sen'è = 0 
(14) p'cos3 d(1 — 4 cos) + p’cosd(1 — 4cos'df +-1= 0, 


che con semplice calcolo si riducono alle seguenti : 


(13) p3sen'è = 0 
1 
RACLO 1=ct_——————r——-—-+i 
9) P 2c0s (4 c0s'd — 1) 


le quali sono la (10) e la (11) in coordinate polari. 

Le (10), (13) indicano che all’ asse reale del piano 2 corrisponde 1 asse 
reale del piano Z contato tre volte. 

Le (11), (15) indicano che all’asse reale del piano #2 corrisponde nel piano 
Z Vasse reale contato tre volte, ed anche la curva rappresentata analitica- 
mente dalla (11) in coordinate cartesiane o dalla (15) in coordinate polari. 

Ora bisogna costruire tale curva. Con calcolo semplice operando sulla (11) 
o sulla (15) si trova facilmente che l’asse delle Yè un assintoto della curva. 
Si dimostra ancora che, oltre l’asse delle Y,la curva ammette i due assintoti 


rappresentati dalle due equazioni 


(16) VS ie eee Xx 
| i 
cioè due rette, che escono dall’ origine, situate nel 1° e nel 4° quadrante del 
piano Z, e che fanno coll’ asse delle X un angolo di 60°, | 
Inoltre la curva ammette i seguenti punti di contatto con tangenti per- 
pendicolari all'asse delle X. Un punto di contatto ha per coordinate 


1 


ee 20 


\18 


Altri due punti di contatto della curva con una tangente perpendicolare 





all’asse delle X hanno per coordinate ‘ 
1 1 
da LIETA VA 
ari 
2 2)3\ 4 
x v 1 1 
1/27\T 1 (27\T 
= X, arr 3/2) , Ve —_— (57) } N 
5 2/3\4 


cioè i due punti sono simmetrici rispetto all’ asse delle X dalla parte positiva, 


. 


i, 


e ° ARE La dd tà II dal AMP a. e MI MELATO Tn » QI ati ed e, af Ra area | ni y PR È 
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Per costruire graficamente la curva poniamo nella (11) tutti i valori di X 
compresi nell’intervallo |— co, 0] eseluso lo zero; in corrispondenza si avranno 
per Y sempre valori immaginari. Infatti l’equazione (11) ha tutti i termini in 
Y con esponente pari. Perciò se in essa si pone Y° — f si avrà un'equazione 


= 


di 3° grado in f della forma 
(17) QX? — 10X*8° + 6X5P + Sx — 1= 0, 


ìa Ora ponendo nella (17) per X i valori dell’ intervallo [— co , 0] escluso lo zero, 
e chiamando con d uno di questi valori, essa diventerà 


(18) B° — 9(0)P° + 9,0) + p.(0) = 0. 


Riducendo la (18) alla forma canonica si trova sempre il A > 0. Dunque la (18) A 
ammette due radici immaginarie ed una reale, che è negativa, perchè la. sue- 
cessione dei coefficienti di (18) presenta due variazioni. / | 

Per la posizione Y® —= f la radice negativa della (18) dà per Y valori im- 
maginari; perciò per X compreso nell’ intervallo [-- co , 0] escluso lo zero, i 
valori di Y della (11) sono tutti immaginari coniugati, e quindi la ‘curva rap.  - 
presentata dalla (11) non presenta alcun ramo reale nel semipiano a sinistra 
dell’ asse delle Y. 


» 





1 
1:(27 
Inoltre facendo variare la X nell’intervallo 7a Da (1) | e ponendo anche 
Y° =f, la (11) diventa i | 
“S 


perchè per tali valori di X si ha sempre 18X"<1, onde il termine noto %.(d) 
è sempre negativo.. a 

Se la (19) si riduce ‘alla forma canonica si avrà sempre A > 0, e poichè 
i suoi coefficienti presentano 3 variazioni, essa avrà una sola radiee reale e 
positiva, e quindi per Y, per la posizione Y° — f, si avranno due valori reali 
uguali e contrari cioè si otterranno due punti simmetricamente situati rispetto 


all’ asse delle: X. 


qu 


27 i 4 " 5 
Per X=3 (4) la (19) ridotta alla forma canonica avrà A=0; perciò 


la (19) ammette 3 radici reali tutte positive (perchè i suoi coefficieriti presen. 
tano tre variazioni) delle quali radici due sono coincidenti. 

Quindi per Y si hanno 6 valori reali a due a due opposti dei quali quattro 
sono a due a due coincidenti. I due valori coincidenti sono 


1 
DINI 1 (7) 


« 
1 


2\4 
simmetricamente situati rispetto all’ asse delle X, e sono i punti di contatto 


: : i IPA, 
I due punti che hanno queste ordinate, ed hanno per ascissa X = —{—-| , sono 


della curva con una tangente perpendicolare all’asse delle X. 
1 Lio? 
si Pap ; I bid 1/27\7 L'VEIS 
Se poi si fa variare la X nell’intervallo piccolissimo |-(—-) , {-—-) |, il ter- 
2\4 18 
mine noto si mantiene ancora negativo. In tal caso la (19) ridotta alla forma 
canonica ha A > 0’, e quindi ammette per f tre radici distinte, reali e positive; 
onde per la Y si hanno 6 valori reali a due a due opposti, cioè si hanno 6 
punti a due a due simmetrici rispetto all’asse delle X. 
1 


i Lr 
Ponendo inoltre nella (19) x=(7]) , Sarà %,(0) —= 0, e quindi la (19) am- 


metterà una radice B = 0, e si avranno per Y due valori uguali a zero cioè 
\ 1 2 


18 
tangente parallela all'asse delle Y. î 
Gli altri quattro valori di Y sono reali a due a due opposti; onde la curva 


È BERO sui 
la curva taglia l’asse delle X nel punto X = (7a , ed avrà in tale punto una 


# 


presenta quattro rami reali, due nel 1° quadrante e gli altri due nel 4° qua- 
drante del piano Z. Se infine nella (11) facciamo variare la X nell’ intervallo 


1 
x 

(7) o co| e poniamo ancora Y? = f, la (19) diventa 

SO E — o(bP° + p.(bDE + o, (0) = 0 


col termine noto positivo, perchè per tali valori di X si ha 18.X° >1. La (20) 
ridotta alla forma canonica avrà sempre A > 0, ed i suoi coefficienti presen- 
tando due variazioni, ammetterà due radici reali e positive e la 3* reale e negativa. 

Le prime due radici daranno per Y quattro valori reali a due a due 
uguali ed opposti; perciò la curva continua con quattro rami situati due nel 
1° quadrante e due nel 4° quadrante del piano delle Z, ed ‘è simmetrica ri- 


spetto all’ asse delle X. 
1 1 


; TZ L:\F 
Si nota che la lunghezza dell’ intervallo CA agi GNA EI calcolata con 


approssimazione è di 0,005; in tale piccolissimo intervallo si hanno per Y 6 
valori reali a due a due opposti. Per rendere visibile in tale intervallo V an- 
damento della curva, nella Fig. 3 nel costruire la curva rossa si è dovuto un 
poco alterare la differenza delle due ascisse. Ad ogni modo si può affermare 
che la curva, che si voleva costruire, è quella della Fig. 3. 

Alla medesima conclusione .si giunge discutendo la (15) scritta in coor- 
dinate polari, 





I x 22) 


Infatti ponendo nella (15) + = 0 essa diventa 


‘ 1 \ ro 
AVO cioè Da DS d 
dEi 18 


Perciò la curva taglia l’asse polare nel punto distante dal polo di un segmento 
1 3 


DAI i ; 
uguale a (7) : . 

Inoltre poichè /(d) è funzione di soli coseni e nel 1° e 4° quadrante archi 
eguali hanno i coseni eguali in valore e segno, risulta che la curva è simme-' 
trica rispetto all’ asse polare. Il minimo valore di p corrisponde al massimo 
valore di 2 cosè(1 — 4cos°9), che assume il massimo valore per è = 0. Quindi 

1 


SR 1a ela (oa : 
il minimo valore di p è (3 ; tale valore poi aumenta fino a diventare co per 


dara pa 
Aumentando è diminuisce p, e perchè cosò in tal caso diminuisce rapi- 
damente, p aumenta di nuovo, finchè prende i valori + oc per & = + 90. 
Nel 2° e nel 3° quadrante la f,d) diventa negativa, e poichè il raggio vet- 
tore è essenzialmente positivo si avranno punti anche nel 1° e nel 4° qua- 
drante. Quindi nel 2° e nel 3° quadrante non ci sono rami reali della curva 


É 


che si vuol costruire. 
Infine si vuole stabilire quali elementi del piano Z corrispondono ai tre inter- 


: $ 4\T î i LS 
valli dell’ asse reale del piano 2: | 09, -(4) [disegnato in rosso, -&) $ o 
É 


disegnato in nero, |--- 0, co] disegnato in verde. . 
4 1 i 
: 4.\7 i i 
Poichè a — — ga è un punto di diramazione per la funzione, cerchiamo 
4° . , a 


quali punti del piano Z corrispondono a-questo valore di 2. 
Sostituendo tale valore di 2 nell’ equazione fondamentale (2) si ha: 


1 1 


a Ti 4 
asa 


che ha tre radici reali . 


1 1 1 
i 1\T 1\T (RATE 
2,=(3,) î 4=(1) 2,=-2(7) E 


Duanque per tale valore di # nel piano Z corrispondono due punti aell’ asse 


se 


‘ 


X 23 
1 5 

Mr 1 ì fiesta 
reale, cioò Z,.—=Z,= mg] in cui due valori della funzione Z coincidono, @ 

i ; \ 

1\T 
Z,=—-2(-). 
3 18 i 
Se nell’ equazione fondamentale (2) poniamo per è i valori dell'asse reale 


1 / 


T 
del piano 2 compresi nell’intervallo |- QI -(f disegnato in rosso (Fig. 3), 


nel piano Z corrisponderà il tratto dell’ asse reale disegnato egualmente in 


1 E i 
rosso, e la curva, che passa per il punto e((3) y 0|, anche disegnata in 


rosso. 
Inoltre se nell’ equazione (2) poniamo per 2 i valori dell’ asse reale del 
: 4 \T 
piano 2 compresi nell’ intervallo | — Fra a 0|, si avranno per Z tre valori 
9 i 


reali, che sono compresi nei 3 intervalli 


AAA 


Perciò al tratto disegnato in nero nel piano 2 corrispondono i tre tratti dise- 





gnati anche in nero nel piano delle Z. 


Se infine nell’ equazione (2) poniamo per 2.i valori dell’ asse reale com-, 


presi nell’ intervallo (0, co) si avranno per Z un valore reale e due valori 
immaginari coniugati. 

Perciò si può affermare che al tratto ‘dell’ asse reale del piano 2 disegnato 
in verde, che va da 0 a co, corrispondono nel piano delle Z la parte dell’asse 
reale, che va da 0 a — oo disegnata in verde, e le altre due curve disegnate 
col medesimo colore.. 

Si può dunque conchiudere, che la completa corrispondenza fra le diverse 
parti dell’ asse reale del piano 2 e gli elementi del piano delle Z è quella in- 
dicata con i diversi colori nella Fig. 3. 


$ 3. CURVE DEL PIANO DELLE Z CHE CORRISPONDONO ALLE RETTE 
+ USCENTI DAL CENTRO O DEL PIANO DELLE 2. 


FÀ 


Per stabilire l’intera corrispondenza fra il piano delle' 2 e quello delle Z, 


congiungiamo nel pianò 2 il punto di diramazione semplice O |centre della cir- 
1 


conferenza descritta col raggio uguale a (È con i punti di diramazione an- 
7 - ddl 


IR 





_ 


che di 1° ordine, che sono i vertici di un ettagono regolare inscritto. nellà 
circonferenza suddetta con un vertice sull’ asse reale dalla sua parte negativa. 


Ci proponiamo di trovare la corrispondenza fra queste 7 rette del piano # e 
gli elementi del piano Z. W 

Per la retta, che congiunge il centro O col punto di diramazione n. 1 TR9 
calcolo è stato già fatto; ci resta a trovare la corrispondenza per le altre 6 - 
rette, che congiungono il centro O con i 6 punti di diramazione segnati coi 
numerì 2, 3, 4, 5, 6 e 7. Useremo le coordinate polari. 

Nell’ equazione fondamentale (2) poniamo: 


Z= p(cosò + isen è) e a=r(coska 4 isenka). 
Uguagliando a zero la parte reale ed il polinomio coefficiente della parte im- 
maginaria, avremo: 


r’cos3ka + rp'cos(3d + ka) + pcosdà —=0 


rîsen3ka + rp*sen(38 + X a) + psend = 0. 


Eliminando la » dalle (21) si avrà un’unica relazione fra p, ®/ed a. 
Sommando le (21) dopo aver inoltiplicata la prima per sen3ka e la se- 
conda per — cos3 ka, si ricaverà per r il valore 


AE p(cos 3 ko send — sen 3 ka cos d) at 
| PP[sen3 Kacos(3® + ko) — cos3ka sen(3,+ ka)]' 


Moltiplicando e dividendo il numeratore di questa per cos ed il denomi- ‘ 
natore per cos(3 è + Xa), e dividendo poi numeratore e denominatore per 
cos3ka, si avrà: 
p(tgò — te 3% a)cosd 
ptg3ka — tg(34 + Ka)]cos(3 è 4 Ka) 


—_ 





E per le relazioni | 


sen(d —3k0) 
ted — to ae DE ENTE 3 
IRA così - cos 3 ka 


PA sen(2Xa — 38) a 

0a ETA toa 

tg3%ka — tg(34 + ka) cos3ka-cos(3 è + ka) i 
3 


SÌ avrà < \ 
o sen(d — 3a) met. TE 


(22) Aaa 
pîsen(2 ko — 39) 





Ponendo nella prima delle (21) il valore di r dato dalla (22) si avrà 


(23) p°cos3kasen"è—3ka)-+p!°cos(39+Ka)sen(t—3ka)sen2%ka—39)4+ 





+ p'’cosèsen2%a—39)0. 

Poichè cerchiamo gli elementi del piano Z, che corrispondono alle 6 .rette 
del piano e, che congiungono il centro del cerchio con i 6 punti di dirama- 
zione del 1° ordine segnati coi numeri 2, 3, 4, 5, 6 e 7, dobbiamo porre 


PA PEA : 
nella (23) a = n Der le Aaa 4 a 
Essendo 5 
| Pe 
(24) sen(2%ka — 33) == sen(dè — 3Kka)[1 — 4.cos'(è — 3ka)] 


sostituendo la (24) nella (23), e mettendo in vista il fattore sen*(® — 3 ka) 
si avrà 


2 


x 


seni d&—3ka)cos3ka+ cos(38-}Ha)(1-4cos'- Ho.) + 





x 


io 


\3 
- così (i —4c08°(4 -5k0)) 





la quale si spezza nelle due equazioni 


% i < 
’p*sen8(9 — 3ka)=0 


Mbit 
o 


, 





- 2 3 
cos(3d-4-Ka) [1--4c0s*(0—3k2) | cosd|14cosa dn (| cosska0. 








Se nelle (25) poniamo k= 0 troviamo le (13), (15), cioè gli elementi del 
piano Z, che corrispondono all’asse reale del piano 2. 
Se poi nelle (25) poniamo &#= 1, 2,3, 4, 5, 6 avremo nel piano delle Z 
le curve, che corrispondono rispettivamente alle 6. rette del piano delle 2, che 
‘congiungono il centro O. della circonferenza con ‘i 6 punti di diramazione di 
(1° ordine segnati coi numeri 2,.3, 4, 5, 6 e 7. 
Jerchiamo quali sono le curve del piano delle Z rappresentate analitica- i 


| mente dalle (25) ponendo k= 1, 2, 3, 4, 5, 6. 
| Trasformiamo le (25) riferendoci al medesimo polo del piano Z, e pren- 
dendo come asse polare la retta, che fa con l’asse reale del piano delle Z un 
I angolo uguale a 3% descritto nel senso del movimento degli indici dell’ oro- 
logio, per k= 1, 2,13,/4,/5, 6. 
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ves 


I * di 





26 a 


Con tale trasformazione poichè p rimane costante e è diventa è + 8ka, 


le (25) diventeranno 


(13) p’sen'è =0 


(26) p’[cos3(8 + ta) + cos($ + 3a) (1 — 4c0s°8)] [1 — 4c0s*d} -|- cos 3ka = 0. 


Dimostreremo che la (26) si può ridurre alla forma della (15). Si hanno le se- 


guenti relazioni: i 


da 


cos3ka = coska(1 — 4 sen?% a) 
(27) 
| [cos3(8 + ka) 4 cost 4 3%a)](1 — 4 cos) = 2 cosà cos ka(4 sen'ka — 1). 


Sostituendo le (27) nella (26) e mettendo in vista p’cosa(4sen'ka — 1) 
sì ha 
DS A 


p'coska(4sen*ka — 1)[2eosd(4 cost — 1° —1]=0. 


Dividendo per coska(4sen'a — 1) con K= 1, 2, 3, 4, 5, 6, essendo tale pro- 
dotto essenzialmente. diverso da zero, avremo : E 


0°[2cosd(4 cost — 1})]—1=0. 
Quindi le (13), (26) diventano 
(13) I p'sen®ò = 0 $ 


, 1 
1 e ) si 
(15) ? 7. 2c089(4cos'd — 1} 





Così resta dimostrato che alle 6 rette del piano delle #, che congiungono . © 


il centro O con i 6 punti di diramazione segnati coi numeri 2, 3, 4, 5, 6, 7, 
k.2î 





le quali 6 rette fanno un angolo di ka — per £ = 1, 2, 3, 4, 5,6 coll’asse. 


reale del piano 2 «descritto nel senso contrario al movimento degli indici del- 
l'orologio (Fig. 4), corrispondono nel piano Z le medesime curve disegnate nella 
Fig. 3 rotate rispetto all’ asse reale del piano delle Z di un angolo di 





3k+2 LLC LN 
Ikrias & per X==1, 2, 3, 4, 5, 6 nel senso del movimento degli indici 


dell’ orologio. = 

Si può dunque affermare che alle 7° rette del piano delle 2, che congiun- da 
gono il centro della circonferenza con i 7 punti di diramazione, corrispondono 
nel piano Z 7 rette ognuna contata tre volte, e rotante secondo gl’indici del- 
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l orologio di un angolo triplo di quello di cui rota la retta corrispondente nel 
piano delle 2, e 7 curve tutte uguali a quelle disegnate nella Fig. 3, riferite 
alle suddette 7 rette del piano delle 2, presa ciascuna ogni volta come asse 
polare. 1 

Nel.piano delle 2 le 7 rette che congiungono il centro O con i 7 punti di 
diramazione, determinano 14 settori, ciascuno dei quali è limitato da un seg- 
mento nero, una semiretta rossa ed una semiretta verde (Fig. 4). 

Poichè costruiamo la Riemanniana con 3 piani, dobbiamo immaginare 3 
piani sovrapposti delle 2; quindi ognuno dei 14 settori si deve immaginare 
formato da 3 settori uguali sovrapposti. In tal modo il piano delle 2 si deve 
considerare diviso in 42 settori. 

Cerchiamo quali figure seometriche nel piano delle Z corrispondono ai 3 settori 
sovrapposti segnati col numero 1 (Fig. 4). Il suddetto settore è limitato da due 
semirette. La prîma passa per il punto di diramazione n. 1, ed è disegnata 
in nero nella parte compresa fra il centro O ed il punto di diramazione 
n. 1, e disegnata in rosso nell’ altra parte. La seconda semiretta, che limita 
il settore n. 1 è disegnata in verde, e passa per il punto di diraghazione di 
1° ordine segnato col n. 5. Alla semiretta disegnata in nero ed in rosso cor- 
rispondono nel piano delle Z la parte dell’ asso reale dis *gnata con i mede- 
simi colori è la curva disegnata in rosso (Fig. 3). Alla semiretta disegnata 
in verde, che. appartiene alla retta del piano delle z, che fa con | asse reale 
l’angolo 40 contato nel senso contrario a quello degli indici dell’orologio, corri - 
spondono nel piano delle Z la semiretta disegnata anche in verde, che fa con 
l’asse reale del piano Z V angolo 122, cioè — 20 nel senso degli indici del- 
borologio, e le ‘altre due curve disegnate anche in verde (Fig. 6°). 

Queste linee disegnate in nero, in rosso ed in verde determinano nel piano 
delle Z tre figure piane limitate ciascuna da una linea nera, una rossa ed 
una verde, le quali 3 figure corrispondono ai 3 settori sovrapposti del piano 
delle 2 segnati col n. 1. 

Tale corrispondenza esiste per gli altri 13. settori, ed applicando i risul 
tati analitici dimostrati, risulta evidente, che la corrispondenza completa fra i 
3 piani 2 sovrapposti ed i 3 pi:mni Z anche sovrapposti è quella; che è mo- 
strata mediante i colori dalla Fig. 4 (piano. delle 2) e dalla Fig. 6’ ripetuta 
14 volte rotata di un angolo di 32 nel senso degli indici dell’orologio (4). 

Così ai 42 settorî, in cui i 3 piani sovrapposti delle 2 sono divisi dalle 
7 rette che congiungono il centro O eon i 7 punti di ;diramazione, corrispon- 
dono, nei 3 piani delle Z, 42 parti di piano, limitata ognuna da una linea nera, 
una rossa e l’altra verde, le quali formano 3 gruppi di 14 figure ognuno, le 
quali figure di ognuno di questi gruppi hanno una, forma speciale. 

‘ Si noti infine ©he il 3° gruppo è formato dalle 14 figure eguali, delle 





(4) Di tali 14 figure sono disegnate soltanto Je prime 3 nella Tav. II, Fig, 67,67, 6, 


af an de de 
[i 


ui, (Si 





quali una è segnata nella -Fig. 6° col numero III. Ognuna di queste è limitata 


da una linea verde ed ha nel mezzo una scmiretta disegnata coi due colori. 
rosso e nero, perchè tale semiretta è contate due volte. 

Ora se si sdoppia tale’semiretta, e si allargano i dne margini della figura, 
si vede, che anche queste 14 figure segnate col numero III rappresentano 
porzioni di piani sovrapposti delle Z limitate egualmente come le altre da una 
linea rossa, da una linea nera e da una linea verde, 


$ 4. CONNESSIONE DEI TRE PIANI SOVRAPPOSTI DELLE 2, 
LA RIEMANNIANA SUL PIANO DELLE %,. 


Per determinare la connessione dei tre piani sovrapposti delle 2 dobbiamo 
cercare quali sono le linee di connessione. 

+ Tali linee partono da un)punto-di diramazione e finiscono anche in un 
punto digdiramazione; quindi in un punto di diramazione di 1° ordine può ter-, 
minare una sola linea di connessione, mentre in uh punto di diramazione. di 
2° ordine debbono terminare due linee di connessione. Da ciò consegue che 
nel piano delle 2 le semirette verdi sono linee di connessione semplice fra due 
dei tre piani; per le semirette rosse esiste la medesima connessione; lungo poi 
i segmenti neri non vi può essere connessione alcuna; in caso contrario nel 
centro della circonferenza O, oppure nei 7 punti di diramazione situati sulla 
circonferenza suddetta concorrerebbéro due linee di connessione ed essi sarebbero 
perciò punti di diramazione di 2° ordine contro.ciò che si è dimostrato. Sta- 
bilito che (lungo i segmenti neri non vi può essere connessione alenna fra i 
tre piani sovrapposti delle 2, cerchiamo quale deve essere la connessione lungo 
le semirette rosse e verdi. 

Ai tre settori sovrapposti del piano delle 2 segnati col n. 1 corrispondono 
nei tre piani sovrapposti delle Z le tre figure I, , II, , III, (Fig: 6°), dove il 
numero romano indica la corrispondenza fra i tre piani 2 e Z e Vindice 1 se- 
gna il numero d’ordine del settore al quale corrispondono. 

Nel piano delle 2 per passare dal 1° al 2° settore dobbiamo necessaria- | 
mente passare attraverso la semiretta verde; in corrispondenza nel piano delle 
Z da ognuna delle 3 figure I, , II, , III, (Fig. 6°) dobbiamo passare in una 
delle 3 figure I, , II, ; III, (Fig. 6”). Ora dalla I, non .si può passare, che - 
solamente nell’ altra adiacente separata dalla linea verde, e poichè lungo tale 
linea per uno dei tre piani 2 non vi deve essere connessione, possiamo chia- 
mare I, la figura adiacente alla I,. 

Le altre due figure della (67) dobbiamo chiamarle necessariamente con II, 
e III,, come sono segnate nella Fig. citata, perchè così veniamo a formare 
la connessione necessaria fra due dei tre piani sovrapposti delle lungo la 
linea verde, 

/ 
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SI può dunque conchiudere che lungo la linea verde, attraverso la quale 
sì passa dal 1° al 2° settore nel piano delle: e, la connessione avviene tra il 
2° ed il 3° piano e tra il 3° ed il 2°, mentre il 1° piano non si connette. con 
nessuno degli altri due. 

Per passare dal 2° al 3° settore nel piano delle 2 si può attraversare 0 
il segmento nero, oppure la semiretta rossa. 

In corrispondenza nel piano delle Z. si passa dalle 3 figure I,,II{, III, 

(Fig. 6) alle tre figure I,, II, III, (Fig. 6’) Ora dalla I, si può passare i 
attraverso una linea nera in una delle 3 figure I,, 11, , III, (Fig. 6‘); e \poi- 

chè lungo il segmento nero non vi può essere connessione alcuna, ne consegue 

che si deve segnare con I, la 1° delle 3 figure della Fig. 6‘. Le altre due fi- 

gure debbono necessariamente essere segnate coi numeri stabiliti nella sud- 

detta fig., perchè se scambiassimo i due numeri II e III fra le due altre figure 
rimaste, ne conseguirebbe che attraverso il segmento nero vi sarebbe connes- 
nessione di. piani, il che non può avvenire. / - 

Quindi resta che attraverso la semiretta rossa si passa dalla’ I, alla II, 
e della II, alla I, i cioè lungo tale semiretta ci deve essere connessione fra 
il 1° ed il 2° dei 3 piani sovrapposti delle 2. Si osserva inoltre, che si può 
passare dalla III, alla HI, attraversa la linea rossa e la linea nera; e poichè 
lungo la linea nera non deve esserci connessione, consegue che anche lungo la 
semiretta rossa il 3° dei tre piani sovrapposti delle 2 nou deve connettersi con 
nessuno degli altri due piani. 

Si può dunque atfermare che fra i 3 piani sovrapposti delle 2 lungo il 
segmento nero, che separa in parte i primi due settori, non deve esserci con- 
nessione alcuna; che Iungo la semiretta rossa, che passa per il punto di di- 
‘amazione n. 2, il 1° piano si connette col 2°, mentre il 3° non si connette 
con nessuno degli altri due. 

Con analogo ragionamento passando dal 3° al 4° settore attraverso la se- 
miretta verde e dal 4° al 5° attraverso il segmento nero, oppure attraverso 
la semiretta rossa, si può mostrare, che la connessione lungo tali rette è iden- 
tica a quella innanzi stabilita. Tale connessione è rappresentatà schematica. 
mente dalle (2), (6), (7) della Fig. 4. 

Per comprovare la connessione dei tre piani 2 sovrapposti, si può osser- . 
vare che se giriamo con un cerchietto intorno al centro del cerchio partendo 
dal 1° piano si ritorna al punto di partenza dopo un solo giro. Invece se par: 
tiamo dal 2° piano si debbono fare due giri per ritornare al punto di partenza, 
perciò il centro del cerchio è punto di diramazione di 1°-erdine. ; 

Se si gira intorno ad uno dei punti di diramazione situati sulla circonfe- 
renza descritta nel piano 2, si osserva, che se si ‘parte dal 1° piano bisogna 
fare due giri per ritornare al punto di partenza: mentre se si parte dal 3° 

piano, dopo un giro, sì torna al punto di partenza. i 
Quindi ognuno dei 7 punti suddetti è punto di diramazione di 1° ordine. 
Finalmente se si gira sulla regione esterna al cerchio descritto sul piano 
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delle 2 col raggio uguale a È , il che equivale a girare intorno al punto 


all’ infinito, dove concorrono due linee di connessione, bisogna fare 3 giri per 
ritornare al punto di partenza. Infatti partendo dal settore n. 1 del 1° piano, 
dopo un giro, si arriva al settore n. 1 del 2° piano; dopo due giri, si arriva 
al settore n. 1 del 3° piano, e dopo 3 giri si arriva al settore n. 1 del 1° piano, 
cioè ‘al punto di partenza. Questo fatto conferma, che il punto all’ infinito è 
un punto di diramazione di 2° ordine. 

Infine vogliamo far vedere come la superficie che rappresenta i 3 piani 
sovrapposti e connessi delle 2, si può ridurre alla. forma canonica della sfera 
con 3 manichi. 


Possiamo considerare la superficie come bilatera chiusa. Il genere della; 


superficie corrisponde al massimo numero dei tagli chiusi, che si possono fare 
su di essa senza spezzarla. 


Quindi, perchè il genere della superficie costruita è 3, consegue che su di 





essa possiamo fare 3 tagli chiusi senza spezzarla. Inoltre un taglio chiuso au- 


menta di due il numero ‘dei margini di una superficie bilatera. 

Ora se facciamo sulla superficie i tre tagli chiusi indicati dalle 3 linee 
gialle, disegnate nella figura 4, essa non si spezza; su di essa si formeranno 
sei margini chiusi causati dai 3 tagli. 

Se chiudiamo questi sei buchi con dei pezzi ausiliari di superficie, forme- 
remo una superficie, che qualunque taglio chiuso spezza, cioè di genere zero, 
e chiusa. Questa sarà, come è noto, trasformabile in una sfera. 

Se si tolgono ì pezzi ausiliari di superficie, si avrà uun Sfera con 6 bu- 
chi. Se fra essi sì ripristina Pantica connessione, cioè si congiunge il margine 
di ciascun buco con quello del suo coniugato, si formeranno tre manichi, cioè 
si formerà così la sfera con tre manichi. 


$ d. CONNESSIONE DEI TRE PIANI-SOVRAPPOSTI DELLE 4. 
LA RIEMANNIANA SUL PIANO DELLE Z. 
t 

Fra le 42 figure dei 3 piani delle Z, che corrispondono ai 42 settori a 
tre a tre sovrapposti dei 3 piani delle 2, vi sono 14 figure segnate col n. I, 
che hanno un vertice formato da una semiretta verde e da un segmento nerò, 
e che corrisponde all’origine delle coordinate dei 3 piani delle Z. 

Poichè nessuna delle 14 figure segnate col n. I può sovrapporsi sa 
un’altra di esse, consegue che esse poste lnna adiacente all’ altra coi vertici 
sopra indicati nell’origine delle, coordinate, debbono formare 3 angoli giro. 

Infatti l’angolo formato dalla semiretta verde e dal segmento nero nelle 
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14 ‘figure: nie d'é ISU) ed essendo SITA, consegue che tali 14 angoli for. 


} 
mano i tre angoli giro richiesti, 
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Poniamo la figura n. I nel 1° piano delle Z, dopo aver segnato l asse 
reale ed il punto O, origine delle coordinate. 
Bvidentemente il segmento nero dovrà porsi sulla parte positiva dell'asse. 
reale a partire da O. 
Nel piano delle 2 .si può passare dal settore n. 1 al settore n. 2 attraver- 
sando la linea verde; in corrispondenza si deve passare sul piano delle Z dalla 
figura n. I (Fig. 6°) ad una delle 3 figure I, , Il, , III, (Fig. 6”). Ora dalla I, 
sì può passare solo alla I,; quindi la I, deve essere adiacente alla I, lungo si 
la semiretta verde nel 1° piano delle Z. 
Dal settore n. 2 del piano delle 2 si può passare al settore n. 3 attra- 
verso il segmento nero; in corrispondenza nel piano delle Z si deve passare 
dalla I, in una delle tre figure I, , II, , III, (Fig. 6’) attraverso una linea 
nera; e poichè si può passare solamente nella I,, bisogna perciò situare la I, 
adiacente alla I, lungo il segmento nero. } 
Con analogo ragionamento, passando dal settore n. 3 del piano delle 2 al 
settore n. 4 attraverso la semiretta verde e da questo al settore n. 5 attra- 
verso il segmento nero, si. può dimostrare che nel piano delle Z deve collocarsi 
la I, (Fig. n. 6") (*) adiacente alla I, lungo la semiretta verde, e la I, adia- 
cente alla ‘I, lungo il segmento nero. Situate l’una adiacente. all’altra quattro 
delle 14 figure n.° I, i quattro angoli intorno ad O formano un angolo uguale 


12 : mne i f e, 
a — ©. Ponendo adiacente alla I, la I, il cui angolo in O è uguale a 
px 
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E i E , T 
si supererà angolo giro di -. Dunque per non sovrapporre una parte della I. 
GA i ] i i 


alla I,, si deve tagliare il 1° piano delle Z lungo Passe reale positivo e con- 

nettere il labbro del I° piano, che incontriamo girando intorno ad O nel senso 
È b) » 

degli indici dell’orologio col labbro opposto del 2° piano delle Z, tagliato nello 
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stesso modo del 1°. In tal modo la I, sarà collocata con i — dell’angolo in O 
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nel 1° piano delle Z e con la parte —- del medesimo angolo nel 2° piano delle 
x fi . 
Z (Fig. © e 7"). | 
Con ragionamento analogo si dispongono. nel 2° piano delle Z altre — 
Dr 
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è 
quattro figure n. I. Così si formerà intorno ad O un angolo uguale a 7a 
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‘al quale manca — per formare 2 angoli giro. Allora per non sovrapporre i T 
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della figura I, alla I, si dovrà tagliare il 3° piano delle Z nello stesso modo 
degli altri due, e connettere il labbro libero del 2° piano col. labbro opposto 


(5) La Fig. (61) è la Fig. (6’) rotata nel senso degii indici dell’ orologio di un angolo 


2 
uguale a 3a per dx = 7 e così di seguito fino alla Fig. (6XIY), 
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del 3° piano. Così la pa te — — dell angolo in O della I, situata nel 2° piano 


delle Z, ed i = del medesimo angolo -saranno situati nel 3° piano. (Fig. 7” e 77). 

Ponendo in modo analogo le ultime quattro figure n. I sul 3° piano delle 
Z si completerà il 3° angolo giro (Fig. 7). Si osserva che nel piano delle 2 
si può passare dal settore n. 14 al settore n. 1 attraverso il segmento nero. 
u del 3° piano delle Z alla I, del 
1° piano, si deve connettere il’ labbro fibero del 3° piano delle Z col labbro 
libero del 1° piano. Così lungo l’ asse reale positivo dei 3 piani sovrapposti 


In corrispondenza per poter passare dalla I 


delle Z si costruirà la connessione indicata schematicamente dalla Fig. 5 (0). 
Delie 14 figure indicata col n. II, cerchiamo di situare la II, sopra uno 
dei piani delle Z. i 


1 
| 4 \T i i sO 
Si è dimostrato che- al valore è = — la] corrispondono nei 3 piani $s0- 
1 
i i 1 Lt s; 
vrapposti delle Z i tre valori Z, = Z,= si CASERTA 8 ..Da ciò con- 
segue, che, due delle tre figure I, , II, , LIT, (Fig. 6’) debbono avere in comune 
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LE SUS RA ; datti: È 
il punto Z = ta; . Inoltre lungo Vasse reale positivo dei 3 piani sovrapposti 


delle Z il 1° labbro del 1° piano è connesso col 2° labbro del 3° piano (Fig. 5 (d) ). 


1 
. CD . . i : 
Quindi la II,, che deve avere in comune colla I, il punto Z = TRI deve 
situarsi sul 3° piano delle Z con la semiretta nera, che incomincia dal punto 
1 


Uff (3). lungo la linea di connessione indicata. Nel piano delle 2 da uno 
8 
dei 3 settori sovrapposti segnati: con n. 1 si può passare in uno dei 3 settori 
segnati col n. 2 attraversando la linea verde. In corrispondenza nei 8 piani 
sovrappposti delle Z dalla figura II, si deve poter passare in una delle 3 fi- 
gure I, , II, , III, (Fig. 6”). Ora attraversando una linea verde dalla II, non 
sì} può ‘passare che solamente alla III, (Fig. 6° e 6”). Dunque. nel 3° piano 
delle Z si deve collocare adiacente alla dI, lungo la linea verde una delle 14 
figure segnate col numero III, e propriamente la III, (Fig. 7°). 

Le 14 figure segnate col numero III si debbono pensare tagliate lungo 
la semiretta segnata con i colori rosso e nero, in modo che un labbro del ta. 
glio sia rosso e l’altro labbro sia nero. Per collocare la IL, sopra uno dei +3 piani 
sovrapposti delle Z, osserviamo Che al punto di diramazione n. 2° del piano 
delle # corrispondono due valori coincidenti della funzione Z, Quindi la I, 
la IL debbono avere in comune tale valore di Z, il quale segnato col n. 3 è 
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stato già situato sul 1° piano delle Z, appartenendo anche alla I. Da ciò con- 
segue che la II, deve essere situata nel. 1° piano delle Z eol bordo rappre- 
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Sentato dalla semiretta nera in continuazione dell’altro segmento nero situato 


già sul 1° piano delle Z, che separa la I, dalla Ij, nella posizione, rispetto al- 
l’asse reale, indicata dalla Fig. 6”. (v. Fig. 7’). 

Situate in tal modo sui 3 piani delle Z le figure I, , I, ITRHg pIIpsi 
osserva che dalla I, si può passare alla I, attraversando la semiretta verde, 
e dalla II, a III, attraverso la curva verde. Ora per poter passare anche at- 
traverso una linea verde dalla HI, alla II,, la III, deve situarsi sùl 1° piano 
delle Z adiacente alla II, lungo la curva verde. (Fig. 7°). 

Nel piano delle 2 si può passare dal settore n. 2 al settore n. 3 attra- 
versando il segmento nero, oppure la semiretta rossa, separati dal punto di 
diramazione n. 3. 

In corrispondenza nel piano delle Z da ognuna delle 3 figure, I, , II, , III, 
(Fig. 6) si deve poter passare in una delle tre figure I, , I, , III, (Fig. 6) 
attraversando una linea nera oppure una. linea rossa. 

Nel 1°. piano delle Z già si può passare dalla I, alla I, attraverso il seg- 
mento nero, che termina nel punto Z segnato col n. 2, dove coincidono due 
dei tre valori della funzione Z, che corrispondono al punto di diramazione n, 2 
del. piano delle 2. (Fig. 7°). 

Ora se si pone la II, sul 1° pian» delle Z adiacente alla I, lungo la curva 
rossa e adiacente alla II, lungo la retta nera (Fig; 7°), si potrà: sempre  pas- 
sare da una ‘delle I,, IT, in una delle I, , II, attraversando una linea nera 
oppure una linea rossa. 

Resta a collocare la III, sopra uno dei 3 piani delle Z. 

Dalle Fig. 6' e 6” si ricava che dalla ITI, si può passare solamente alla 
A LIS attraversando una linea nerà oppure una linea rossa. Perchè ciò sia pos- 
sibile si deve connettere il labbro rosso della II, col labbro rosso della HI, 
ed it labbro nero col labbro nero. 

Con tale connessione si può sempre passare dalla III, alla ILL, nel modo 
sopradetto." Perciò la III, deve essere situata in corrispondenza della III, in 
modo, che la semiretta rossa e nera della III, si sovrapponga alla semiretta 
rossa e nera della III, con le figure connesse nel modo detto avanti. 

La III, si trova già situata nel 3° piano delle Z; quinli la TI, deve porsi 
sul 1°, oppure sul 2° piano; e non potendo essere situata sul 2° prano delle Z, 
perchè andrebbe a sovrapporsi alla I, e 1,y} già situate sopra tale pianc, con- 
segue che la III, deve situarsi sul 1° piano delie Z nella posizione rispetto 
all’asse reale indicata dalla Fig. 6°, e connessa con la III, lungo la semi- 
retta rossa e nera nel modo avanti detto (Fig. 7,7", 77) 

Con analogo ragionamento si dimostra che le altre 22 figure II, .... IRE 
JII,....JII,, debbono situarsi sui tre piani sovrapposti delle Z come indicano 
SCIE Lg Do MOR SOT Le 

Eseguendo poi fra i 3 piani sovrapposti delle Z la connessione _indicata 

dalla Fig. 5 (d), e le 7 connessioni fra Ie 14 figure segnate col n. III come avanti 
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s'è detto, si ottiene il modello che rappresenta la superficie Riemanniana sul 


| piano delle Z. 


Anche tale la superficie formata dai 3. piani delle Z sovrapposti e con- 
nessi nel modo innanzi dimostrato, si può naturalmente ridurre alla forma 
canonica della sfera con tre manichi. 

Infatti eseguendo su di essa i tre tagli chiusi indicati dalle 3 linee gialle, 
disegnate nelle Fig. 7°,7"”,7”, essa si riduce ad una superficie semplicemente 
connessa, perchè un ulteriore taglio chiuso la spezza in due parti. Quindi essa 
è trasformabile in una sfera con 6 buchi. Ragionando in modo analogo @ 
quello fatto nel $ 4, si conchiude naturalmente che anehe la superficie rappre- 
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sentata dalle figure 7',7”,7”, si può ridurre alla forma canonica della sfera 


con tre manichi. 
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SULL’ INTEGRAZIONE 
DI UNA PARTICOLARE EQUAZIONE DIFFERENZIALE 
d 
DEL 2° ORDINE 
NOTA 


DI 


MINEO CHINI (a Firenze) 


Mi propongo lo studio dell'equazione differenziale del 2° ordine 


d*7 
A) dd partito, 


che potrebbe anche sceriversi : 


dy 





nta me 
da + e senhy= 0, 


dove senh è il noto simbolo di seno iperbolico. 

Essa fu da me incontrata per la prima volta nella ricerca delle superficie 
a curvatura, media costante (nen elicoidali) che sono applicabili. sopra una 
superficie di rotazi ne, e dalla sua integrazione dipende appunto la conoscenza 
di tutte quelle speciali superficie (!). 


(4) Veggasi la mia Nota, pubblicata 30 anni fa: Sulle superficie a curvatura media costante 
(Giorn. di matem di Battaglini, vol. XXVII, 1889). L’equazione che ivi è scritta 


-Y” + e? senhy = 0 


si trasforma subito nella (1) cambiando @ in + + log2. 


Veggasi pure l’altra mia Nota: Sulle superficie W applicabili sopra una superficie di rota- 
zione (Rend. del Circolo matem. di Palermo, vol. XXI, 1906) dove ritrovo, per altra via, l’e- 
quazione (1). 


x 





x 36) i 
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Si può anzitutto osservare che l’equazione più generale 


d°y 
da” 





Abi A ( RIA ra GO) —_ 0, 


con A, a, d costanti arbitrarie non nulle, è subito riducibile alla (1) mediante 
il simultaneo cambiamento di variabile indipengente e di funzione espresso dalle 


relazioni 


2 


A 
2AD 





ax =X log ADV 


IS 


E poi evidente che y = 0 è un integrale particolare dell'equazione (1), e 
che se e 


y=f(2) 
è un suo integrale qualsivoglia, sarà pure un integrale la funzione 
o a 


Come già dimostrai, ogni integrale particolare della (1) ci conduce. alla 
conoscenza di una particolare classe di superficie a curvatura media costante, 


qualunque sia il valore assegnato per tale curvatura (purchè diverso da zero) 
che sono applicabili sopra una superficie di rotazione (*): E lo scopo della pre- 
sente Nota è appunto di determinare, ricorrendo .agli sviluppi in serie di po- 


\ 


(2) Più generalmente, la funzione y= Kkri, con % intero arbitrario (e dove i è il simbolo 
dell'unità immaginaria) è un integrale particolare della (1), ed è anzi l’unico integrale della 
forma y = costante. Di più, se y è un integrale qualsivoglia della (1), saranno pure integrali 
le funzioni: 2kri 4 y. i È SI i 

(3) Indicando:con ‘7, e ry i raggi prineipali di curvatura della superficie a curvatura media 
costante H, che deve essere applicabile sopra una superficie di rotazione dimostrai nella ci- 
tata Nota: Sulle superficie W ecc., che si ha 


1 1 1 1 
ife serre L= Ci) d i ne O TY 
sane e) , E ), 
» 


‘dove y soddisfa la (1). Perciò, considerando l’integrale particolare y = 0, si riconosce subito 
che la corrispondente superficie a curvatura media costante H ‘altro non è che una superficie 
cilindrica di rotazione, di raggio uguale all’inversa di H. 

Dunque: Le varie superficie a curvatura media costante applicabili sopra una superficie, di ro- 
tazione, che corrispondono all’integrale particolare y= 0 dell’equazione (1), altro non sono che le 
superficie cilindriche di rotazione. i o 
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tenze, l’espressione analitica di un integrale particolare dell'equazione proposta; 

dal momento che non sembra possibile integrarla con un numero finito di ope- 
i razioni (‘). ù 
Considerando da qui innanzi, per semplicità, soli valori reali, tanto della 
variabile x che della funzione y (ma i.\resultati varrebbero anche se ci riferis- 
simo al campo delle quantità complesse), ci potremmo proporre la determina- 
zione di un integrale della (1) che per « =, assume un valore arbitrario.) , 
mentre la sua derivata prima acquista in quel punto un valore y°, anch'esso 
prestabilito ad) arbitrio. Tale integrale esiste senza dubbio, ed è unico, giacchè 
l'equazione (1) equivale al sistema di equazioni differenziali del primo ordine, 
nelle funzioni Y, © Ya: 


, , 1 
(2) yY,=% ue e e) 


dd 


per il quale sistema sono evidentemente soddisfatte le note condizioni per la 
esistenza e Vunicità del suo integrale generale. Ma i calcoli da eseguirsi per 
la determinazione del nostro integrale—sia che si ricorra allo sviluppo in serie 
di Taylor, o al metodo delle approssimazioni successive di Picard — si 
può affermare a priori che. saranno assai complicati se conserviamo alle quan- 
tità y, e y°, tutta la possibile arbitrarietà; mentre diverranno più spediti se 
per esse stabiliremo subito dei valori particolari. 

Il caso più semplice, rispetto ai calcoli da eseguirsi, sarebbe quello in 
cui si scegliesse 


_— ld - 
EEC e 0, 
tai s - p7 
cioè il caso di determinare quell’integrale dell’equazione (1) che ne! punto , 


«si annulla insieme alla sua prima derivata. Ma tale integrale particolare non 
può essere che Vintegrale evidente y= 0, che soddisfa appunto a quelle due 


(4) Sarebbe invece di ovvia integrazione l'equazione 
2y” + ectyu — eTvy = 0, 
giacchè facendo: x +'y = 2, diverrebbe: 
J I 2a!” 4 e — €73 Zio) 
cioè si ridurrebbe ad antiione della forma: 
ga f(2), ; 


di cui sì può subito determinare l’integrale generale con due semplici quadrature, 


è 


X 38.) ; 


condizioni. Epperò' determineremo 1° espressione di quell’ integrale particolare 
I 





dell’ equazione (1) che si annulla nel punto #,, ma la cui derivata prima ac-. 


quista in quel punto un valore diverso da zero. Per questo valore PRG ICEe 

l’unità, e di più supporremo che sia a, = 0. ) d 
Cioè : determineremo Vespressione analitica di quell’integrale particolare del - 

l’equazione (1) che si annulla nel punto zero, e la cui prima derivata acquista in 


quel punto il valore 1. 


CALCOLO DELL’INTEGRALE MEDIANTE LO SVILUPPO IN SERIE 
DI MACLAURIN. 


Supposto che il richiesto integrale y sia sviluppabile in serie di Ma- 
claurin (e dimostreremo poi che ciò accade effettivamente), indichiamo con 
Yor YorY"o:+:+,Yl0 3... i valori che esso e le successive sue derivate acqui- 
stano nel punto zero. Avremo allora, per i valori di.x di un intorno di questo 
punto lo sviluppo 


x x x 
Le RAT, È ay! a)1! di 
i ii (dee ost3p9 VR 


nel quale sono da determinarsi i valori che le successive derivate di y ACQUI: 
stano nel suddetto punto,. partendo dall’ipotesi 


US () 5 Yo =} ; 


e tenendo presente che y deve soddisfare all’equazione (1). Questa intanto ci. 
dà subito 


ì 
Rimane ora da calcolare i valori che acquistano nel punto zero le successive 


derivate di y, di ordine qualsivoglia ; e a tale scopo sceriveremo Pequazione (1) 
sotto la forma i 


dyebgr Lego 0 
essendo 
ar+y=u 6 ag—y=0 (’). 


) 


(?) A semplice titolo di curiosità, osserviamo che la (1) potrebbe anche seriversi: 


u!! + eu = v'” + e. 





at ni 
} » 


pri AD E e a A Pe a I dt) 
4 La - ei LA fi 2 ta bet % DI s 


Da questa equazione, con » successive derivazioni si ricava Valtra 


(3) \ 2Qy®%49) + D°* PEPE D® e" — 0. 
n ; - f 

E quindi, per il calcolo di y,*?, dovremmo determinare anzitutto l’espressione 
lella derivata ennesima della funzione esponenziale, quando l’esponente sia una 
funzione assegnata della variabile indipendente. L’espressione di tale derivata 
ennesima è molto complicata (°; epperò credo sia preferibile fare uso del pro- 
cedimento che ora esporrò. 

Osservisi anzitutto che, qualunque sia la funzione « della variabile indi- 
pendente x (purchè, s'intende, ammetta le derivate di ordine qualsivoglia nel 
punto generico «), si ha, 


D e“ — u' e” 
D?e* — (u?? + u!) e“ 
D'e" = (u' + 3ww"” + u'”) e 


D'e“ = (u'! + 6uw” + 4u'u” + u + 3w'2) e“. 


x 


E dimostreremo che, per n > 3, sussiste la formola generale : 


; h=n 3 
O pezpeSjenin 


h=2 


dove P, è un’ espressione razionale intera, a coefficienti interi (polinomio) in 

wu” ,u",...,u-®, nella quale non comparisse più nessun termine della 

forma di quelli che precedono P, stessa, entro parentesi. 
Infatti, poichè la formola si riconosce essere valida per n—=4, suppongasi 


che sussista per un certo valore r dell’indice » di derivazione ; cioè che sia 


h=r 


"+ ua 4 ul ) +e. e'— i LS 


h=2 


=+(p)* u'' (gl "L.k(, vi as ut -04(1 ur up. 4 


DS pi 





r 12 p (1-2) Li, 1 qp(1=1) (n) u 
+(, La) 0) +2, u' ul Ly ML Pt e, 





(8) Potrebbe dedursi dall’espressione generale della derivata ennesima di una funzione di 
funzione ; la quale espressione, se è facile indicarla simbolicamente (veggasi per es. il trat- 
tato di Calcolo di Genocchi-Peano, a p. 52), richiede poi calcoli laboriosi per svilupparla. 


di 
ein 
. 
sy 








x Ad0 


22 _ 9 SIOE . i i È . . è . ga Ta n 
‘Ne seguirà, derivando ambo i membri rispetto alla variabile indipendente è 


o n 


- 


PI 


h=r-1 S RISO i 
+ > (1) (e MputrtA ay! 0 LP A Pr #3 


h=2 


E, per la nota proprietà dei coefficienti binomiali, essendo 


(a) + (22) 


ne seguirà : 


x 





h=rt4 : 
D'+e ut! +3 ( i Muta AA I SIT e, 
h=2 : i ì. 
con 
h=r-4 4 ji 
Pi = DI (1) rta uf, + PE 


h=2 

La formola (4), se è vera per un eerto valore » > 3 di n, è dunque vera anche 
per il valore successivo r + 1; epperò, essendo vera. per n =4, sarà vera 
qualunque sia l’indice n > 3 di derivazione. Ed inoltre si ha : 30 


ei 


h=n_-2 


(DIP è (" Ù: Si (ah 1)u!-2-2. yu) Sep POSERO 


h=® 


' 


il 


Con 1’ uso delle formole (4) e (5) potremo dunque calcolare le snecessive 


derivate della funzione esponenziale e“. i x 
Infatti, essendo : a: 
A: 172 ; 
pp LI 
ne seguirà: 
h=3 £ 3 i È “ 
4 7 
RE AA 13—1 U LÀ \OEFEES, 
piu > p) (A Mutu) Lu, 4 Pi, é 
he? 
, \ 





i LAS I 41 )( 


Perciò : 


h=s 


h=2 
3 (0 - 100° we L 100" Wi Loeb uu") + (150 w” L'100 u'”)f el, 


In modo analogo calcoleremo le successive derivate della funzione e“, con 


l’uso delle espressioni di P,,P,,P,, ecc.; perchè avremo successivamente: 


g 
A 
h=4 a 
pP,— u.D (3) (5— Mutt.u® + WP, + P,= 
h=2 so I Y i 


1548 4 454”? wu? 600 ul ul” + 154” L10478" 
Past 10502 4 + 105”? 453 + 10542 u/" 42107” wu" 4 1050” w' I 
L- 21u" uu" + 700 "+ 35” u" 
Pi = 1054”! £L 4204” u'* 4 910," w'* LL 210u”? ui + 8400"? uu / 
d 560% 0!" a 4200” du? aL 2800” ui L 1658u” au" A 


AL 28") A 28027"? 000? L22800!" 20 i DL 560" a L 35U?, 


E così di seguito. Possiamo dunque concludere : 

La derivata ennesima della funzione esponenziale e", con u funzione di x, è 
data dalla formola (4), supposto n 733; dove l'espressione di P,, è quella che si 
ottiene con applicazione ripetuta dellaPormola (5), quando si assuma come espres- 
sione iniziale , s 


RAEIONIZAO): 


Si tenga presente che P, è la parte che completa l'espressione della de- 
rivata ennesima ; la prima parte della quale, è costituita da termini tutti dif- 
ferenti da quelli di P,,, e che si calcolano indipendentemente dai termini che 
entrano nell’espressione della derivata precedente, 

E si noti infine che, a causa della (5), nell'espressione di P,, compariranno 
le derivate di sino a quelle di ordine n — 2, come appunto fu detto innanzi. 


(7) La (5) ci darebbe anche la precedente espressione di Pj quando si supponesse P3=0. 


® i 
O E.si può osservare che allora la (4) diventa valida anche per n= 8. 
i [La Redazione del Giornale osserva, a proposito della formola di cui qui si oceupa VA., 
che la formola per il differenziale r° dell’esponenziale fu già trovata in modo semplice dal 
© di 
| Prof, È. Pascal in una Nota a p. 248 del v, 37 (1904) dei Rend., dell’ Ist. Lombardo], 
voi, LVII, i È 6 
; E 
n 
4 
J _ 
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Ciò premesso, passiamo al calcolo dei valori che acquistano nel punto zero 
le successive derivate dell’ integrale y dell’ equazione (1) caratterizzato dalle 


condizioni iniziali 
Seo N AE 
Yo 0 ? YI 1 ? 


' 


e tenendo presente che già si è ricavato : 


A. tale scopo, osserviamo che, se nella (3) facciamo «= 0, otteniamo la 
relazione numerica 


(6) IE De DA 


intendendo che il simbolo Dy° rappresenti il valore che acquista nel punto zero 
la derivata ennesima della funzione a cui è premesso. 
Notiamo ora che, supposto x = 0, si ha evidentemente : 


f 


Ug == Ye 0 ; RE i PU 

oa RADI: ARA farenti 

yes l'ASYn=2 . v=el_y,=0 
VII) FI ARDITI AIR 

U YO ’ Var TY 8 


E in generale si avrà: 


VT i (ny (n) 
Ugg pi 


a partire dal valore 2 dell’indice n. 
Ne segue che sarà: 


i Un ’ Tel x v LL , Uan 7) 
Diete e 2 AR) e Pe 
save pri Da n Labate AES RI 
Diu ee Die = 
E corrispondentemente risulterà, a causa della (6): 


2" 4+2=0, cioè : 1) Me DA 


eye-4 = 0; cioè: y,=_—-2. 


| TI RSTARA 


VER e RL) 











Si avrà poi : 
Di 24 yi : D'iiat ye EL 
Quindi, a causa della (6), avremo : 
24 + s cioè : yi = 38. 


- Per il calcolo dei valori nel punto zero delle get: ate di y di ordine su- 
periore al quinto osserveremo che, per n > 3, a causa della formola (4), si ha: 


he h=n4 
D” e =r4+ SY (a ‘U LP, = —- gn. È Y, ES ty a o +P 0 


h=2 hi=83 


dove P,,, indica il valore di P, nel punto zero. 


Circa il valore di 
LI 


ui 


0 di 


x 


i . osservisi che, se nella (4) cangiamo «in v, tenendo poi presente che è 
7 PP" \ 
GEE Bea A ea e che pel Liga pernZ=2, 


otterremo : 
DE ec o US, SE Qaiso ’ 


essendo @, Vespres:ione medesima di P, quando in questa si scriva v al posto 
di u, e Q,,, il valo.e di Q, nl punto zero. 
Avremo durque: 


PA 


hen-1 


v n n ui n_-N 
D”, et Di e = 9 Ar 2y‘ + (ne } y® ot P,.j > ii 


h=3 


E a causa della (6), supposto n > 3, otterremo di conseguenza 


% 


h=n-4 


(7) — Y; (n4+2)°__. uu (#) +S (; pe: È ‘Y; (kh) ni gua 41 Bia DET Quo)» 
=3 











44) 


Osservisi ora che P, e Q, contengono le derivate di wu e v, rispettiva- 
mente, sino a quelle di ordine n -- 2; e quindi nella differenza 


Pn,0 12% Qn,0 


verranno a figurare i valori nel punto zero delle derivate di y sino a, quelle 
di ordine n — 2. Di più, si noti che tutti i termini di P,,, i.quali contengono 


/ 
U 


ss ma non w,, verranno a contenere come fattore una potenza di 2, perchè. 


\ CLIENT n 1 
; Ugg — 45 DR : 


mentre i loro corrispondenti in Q,,, si ridurranno a zero, essendo 


7 Mil pie 
bri 0. 


Quei termini poi di P,,, che contengono «”, si annulleranno tutti, al pari dei 


2,0 


loro. corrispondenti in @,,,, perchè : 


VAL AAT Aa er 
i VATI: a 


Ù 


Infine, quei termini di P È 


che non contengono nè wu’, nè «,’ avranno lo 


ny (Y 

stesso valore dei loro corrispondenti in Q,,,, oppure valore contrario, secondo 

che contengono il prodotto di un numero pari o dispari di derivate di « (di 
* 


ordine superiore al secondo); giacchè per n > 2 è: 


AN) IZRALIT n MIE) 
U I Vo ‘ 


A causa di ciò possiamo concludere che la semi-differenza 


Pa 


o di 
dt i i 
sì ridurrà al valore che acquista nel punto. zero il polinomio ché si ricava da 
P, col sopprimervi tutti i termini che contengono «”, più quelli che  conten- 
gono il prodotto di un numero ‘pari di derivate di «w di ordine superiore al 
secondo, senza contenere nè w' nè w”; col mantenere inalterati quei termini 
che contengono invece. il prodotto di un numero dispari di tali derivate (*); 
‘e infine col diminuire di una unità Vesponente di w' nei termini che conten- 


gono questa, derivata prima (ma non «”). Indicando con P, siffatto polinomio 


. 


(*) Naturalmente, nel fare questo è il precedente conteggio, si dovrà badare all’esponente» 
che avrà ciascuna di quelle derivate. N 





Ta 


ridotto e tenendo presente le espressioni trovate innanzi per P,, P;, P,, P,, 
P,, avremo quindi : 


Pie-0; 


di 
| 
= 
I 


[oli 


P,=70u"*, P,= 2800”? -L 2800” u®. 


Ca 


E così di seguito. Per esempio, se vogliamo l’espressione di Pò noi potremo 
intanto sopprimere, nell’espressione di P, che si deduce da quella di P, con 
l’uso della formola (5), il sommatorio ; e quindi tenere conto soltanto della 
parte rimanente 


uP4 P'. 


Sviluppando questa, con l’uso dell'espressione già ottenuta per P,, e tra- 
scurando di volta in volta i termini contenenti «”, rimane Hespressione : 


a . 
2304/78 + 8484”? 43 + 12604" uu!” + 315 ut? L 


504% w"" u" 4 8400" u" | 1264" wu". 


Perciò si avrà : 


P,=28004 840" u?-L12600" w"" u"4-315u"?-+504u" u". 
Considerando poi il valore zero di #, avremo dunque, in generale : 


1 si 
2 (Rao erat @n,0) Se gle 


E quindi la formola (7) diverrà : 


n n n= a U n- 2" n_G ‘6 n nu 
(8) _ ga = gag, + 2(3n + 2 (A + 2 (Pt 


, 


n- n / qnt T 
DSG + 2 ‘(a TE s)r ti T- 2 | E ga D, 


ra 


he LA o 
dove P,,, altro non è che il valore di P, quando al posto di ' si ponga 2, 
e al posto delle derivate di « di ordine superiore al secondo si ponga il va- 


lore che ha nel punto zero la derivata di y dello stesso ordine; giacchè 


USB CIA freni (10 1000) pern>2, 


ART) 


eg 


Ed ora, facendo nella (8) a pre. 
dando che si è trovato } SARE 


+9+ +Pw= 


co 





(47 X 
Perciò : 


x Yo” —= + 549. 


MAT pot; Jor+2° (2) +2(5)0 +24 P —1288. 


Perciò : 


coi | y3=+ 1288. 


cara tanom datario) torte 
vs Li Rpiezet-36071 


Perciò : 


ye = — 3657. 


E così di seguito. Dunque : 

Le successive derivate nel punto zero di quell’ integrale dell’ equazione diffe- 
renziale (1) che si annulla nel detto punto, e la cui prima derivata acquista in 
esso il valore 1, hanno i valori seguenti: 


A; vi 


yi =0 ; AME ; vr=—-2 peg =—-g8 7 0% =—2 3 
YA, y+128 ) yH+549 , yi+1288 , y=—3657, ecc. 


E, in generale, il valore della derivata d’ordine n 4-2 verrà espresso dalla 


formola (8), dove P, 


nio tappresenta il valore che acquista nel punto zero il poli- 
nomio ridotto P,, che si deduce nel modo indicato innanzi dall'espressione di P.,, 
ottenuta con Vapplicazioue ripetuta. della formola (5). 

Perciò il valore nel punto zero di una derivata qualsivoglia — supposto 
che esista — sarà noto appena si conoscano i valori delle derivate precedenti, 
sino a quella di ordine inferiore di 2 unità; e risulterà sempre espresso da 
un numero intero (positivo o negativo). 

Infine concludiamo : Supposto che integrale y dell'equazione differenziale (1) 

él quale si annulla nel punto zero, e la cui prima derivata acquista in esso il 
valore (1), sia sviluppabile in serie di Maclaurin, avremo, per tutti i valori 


della variabile ® .di un certo intorno del punto zero, lo sviluppo: 


: 03 boa eta x x 98 x 
SETT AGIO RO GLI Ra 00 CE GRES pigra 
e ER al gp 0 pt 
a't* fa) 
L12684 4 tà 


N 


Pu, 


TR fe 


i et IR NI A LOT 17 
am PI sora 
, 





RATA, tI, OR 


IH ae Ae MI nano 
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nella quale serie il valore generico di y,"4® è dato dalla formola (8), cioè si cal- 
cola nel modo indicato precedentemente. 
Semplificando i coefficienti della serie ottenuta, avremo : 


3 a as a° 26 ITA” + x Do 61° 2345 
612 40 360. 5040 |! 315 ' 40320 ' 64800 


Py -APILBORE 


Rimane ora da vedere per quali valori di x questa serie è convergente,, 
e se hell’intervallo di convergenza (o in una sua parte) la sua somma rappre- 
sentà effettivamente un integrale dell'equazione differenziale (1). Il che riusci- 
remo a stabilire col determinare l’espressione dell’integrale richiesto mediante 
il metodo delle approssimazioni successive di Picard: cioè con integrazioni* 
successive, invece che con derivazioni. 


j 


CALCOLO DELL’INTEGRALE COL METODO DELLE APPROSSIMAZIONI SUCCESSIVE 
DI PICARD. : 


Riprendiamo il sistema (2) equivalente all’ equazione differenziale (1), e 
applichiamo ad esso il metodo delle approssimazioni successive per la deter- 
minazione di un sistema di integrali (y,,y,) che nel punto zero soddisfino alle 


condizioni : 


ve 5 WINE di, Ù 


Perciò avremo, come prima approssimazione (Y,,,  Yg,)) : 


x xd 


1 
YU, (Zama UPIRS | Ya,0 da = 5 Yo, RIS? Yijo SR (eCtY10 2 er Y0) dx = VE 
cd È; 


e e 


0 0 
Una seconda approssimazione (Y,,, , Y,,3) ci verrà data da 


x ri » 
Y,;0 3 Y,;0 ta ea Ys; da = d, 


0 


x o n VI 








1 i : 1 5 a ex 
YU [ET aida ee È 
Ya,0 Ya,0 2 ( ) 9 ( 4 + 9 4 

0 ; a 
Possiamo ora osservare che, essendo per ipotesì : 
’ Ì 
Y,;0 —_ 0 b) Ya,0 “TOR 13 
% 
sv i 
71 ‘ 





(4 P ‘ Ù i) 
i ‘ i. è 
bi 4 + Pa ’ 


ne è risultato: 


nità | 


Cali 


ky 


* 
| e conseguentemente :_ 
D si (0 DE 
i b:oRE x © ara Ue 


. Di più, essendo: 


to Ve ni 

fr: BIEL == n) i 1 CH%1,1 v_Yin ) da 
SA SIE 13) arca Yosa = Yao 9 (Cone met al ? 
» $ 4 7 e. i : 





np 





e. 


w 
» 





e per la 


SSA A i Ya Yo 


ict ord aa 


<A 


E si avrà in generale, per le successive funzioni approssimate : 


no Pg e iogni e gr 


i 


funzione approssimata successiva Y,, avendosi : 


DE ga ; € 


( et+une li ev ) de, 


0) 


- d 


“ nè seguirà: 


t* 


Yo Sri Ya,3- 
Hdtessefido: pol: piu esi, DE i 


LS da SLITTA ‘pa ; 


O 4 i ; È A 
4 0° 0. 


-. ; n ì : 1) 


Si ue È ‘$ 4 È ì Rasa 3 Ya =Y 4 
AA r : 1% vi / 


e? nati à \ Ù \ 


È AS 


i 
U e a 
x ì ) x : 


org: i Late Mai s7 Y1,2x PSI Yz, = Yz, te 
di pat, j . ai 0 î £ vd x Ò 3 a « c pr ® L 
Ma Li 


__ Abbiamo poi: 





XL 


N05 PIT Ya = Yo + Ya, dae ) Vira Una t Ya,3 da, 


vi i i ) è i è i x va n P È fa e 1 | 5 i 
Ri Vin Yo + Cone ri ta Fang (e 
Ls nas o. sn "1 ? a - È 
DE ANI, ORE ha TRE. ; È 
\ i d PAS 


BIAVOLIILVIIT:. Ù ; LEUCA 


a 





Ra 
a 
Ri: 
0 


SA 


(0. 
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x Le 1 Vidi. È 
ES — i) oX+-Y133 —_ 0X—-Y118 Lee 
Y,s=Ynot Ya4 de=Y,, gt I 0 DI Atina e) das da= 


‘ e . 


0 
TAR (I ZU j 
î 1 
=XT- —|dx|{( ettva — eV) da 
. 9 b, 
IC ; 
x Fo x 
are Yo de, 04-18 Lac (etvs — es) dot da= 
Wie=Ma Yo.6 LEY;0 Yos0 9 per torna 
‘o i ‘o "o 


i CAL) 
=--fe[ ettyus — er-Ins) da . 
(fur, 


E sarà in generale: 


i 
I 


Ya 
Urnpie= ao, daf(ettr,at1 — et-v,gh-1) dx. 


e 


0 0 
Dopo ciò, si tenga presente che, per tutti i valori di x appartenenti ad 
un intorno del punto zero, esisterà e sarà finito 


lim y 


n= 


41% 9 


e che questo limite ci darà, per i suddetti valori di x, l’espressione del. ri- 
chiesto integrale della (1): cioè di quell’ integrale che si annulla nel punto 
zero, e la cui prima derivata acquista in quel punto il valore 1. Ma, mentre 
abbiamo potuto determinare innanzi 1’ espressione, in termini finiti, dell’ inte- 
grale approssimato y,,,, non è evidentemente possibile ottenere, in termini fi-, 
niti, quelle dei successivi integrali approssimati 


Yis 3 Yin i9 Vs gene 
epperò ‘cercheremo di determinare le loro espressioni ricorrendo agli sviluppi 
in serie di potenze. ; 
A tale scopo osserveremo che, per tutti i possibili valori (finiti) di @, si 
ha lo sviluppo: 





9° 9233 DILATA 
23 


toi ene Caio to oe 


n! 


= 
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Ne risulterà : 
® . 
e?” 1 x x 03 9N-3y Co) 
8 ita stmtat iaia Tg 


Ed essendo : 


Ya Aes la Mae ’ 


sì avrà, per qualsivoglia valore-di @ : 


Ma abbiamo : 


1 | PAR 
9 — (eL+Y13 pd PA) = DE (vi, | 31 Ya +g1 Vai - RIS ) a 


‘ 





ptt tata +)= 


ERE E REZA 3a° (fo 
ia cn Sarto: 


Ed essendo quest’ ultima serie di ‘potenze convergente per qualsivoglia valore 
di x, e conseguentemente anche convergente in ugual grado in qualsivoglia 
intervallo finito (e convergente pure in ugual grado dopo averla integrata ter- 
mine a termine), avremo : 


Y, = si fe — gs) da = 


ni 


LS°) 





by. a at a at ad 
0 — Li Sara DIE 
È 3 do 8 i 60 40 36 1" ) 
0 
a Ta, x° a a a 


67 1277407. .360 1 2801288 


I 
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In modo analogo si troverebbe : - 
4 
da. a d$ 179 dg 
ola go) PO tio4o sin 1 


E si potrebbe quindi procedere al calcolo di ORO RSI Ma questi calcoli, 
oltre ad essere laboriosissimi, non ci fornirebbero la legge generale secondo 
la quale si ottengono i coefficienti dei singoli termini nei corrispondenti svi: 
luppi in serie; i quali sviluppi si può,fin ogni modo, affermare che sussistono 
per qualsivoglia valore (finito) della variabile x. î 
Osservisi. ora che, nello sviluppo dell’integrale approssimato y,,,, i primi 
3 termini sono comuni a quelli dello sviluppo di y,,,; e i primi 5 termini di 
questo sviluppo sono comuni a quelli dello sviluppo di y,,,. Se poi calcolassimo 
l’ integrale approssimato Y;,o, troveremmo che il suo sviluppo in serie ha in 
comune i primi 7 termini con quello di y,,,; e così di seguito. Ma i primi 
3 termini dello sviluppo di y,,,, i primi 5 di y,,,, i primi 7 di y;,;, € così via, 
sono precisamente i termini dello sviluppo (9) da noi già trovato con l’uso 
della serie di Maclaurin. E siccome, almeno per i valori di # di ùn in- 


torno del punto zero, esiste ed è finito. 


lima fà 


n= 


e questo limite rappresenta il richiesto integrale particolare y, dell’equazione 
(1), possiamo concludere che la serie di potenze corrispondente al suddetto 
limite è necessariamente convergente, almeno per i valori di x di nn intorno 
del punto zero, e coincide con la serie di Maclaurin dello sviluppo (9). 

L’ integrale particolare, di cui ci proponemmo la ricerca è dunque vera- 
mente sviluppabile in serie di Maclau rin, e la sua espressione, per i va- 
lori di x di un intorno del punto zero, è data dalla (9). 


Poichè la (9) ci dà lo sviluppo in serie di un integrale particolare della 
proposta equazione, differenziale (i), si potranno ottenere di questo, in termini 
finiti, delle espressioni di più in più approssimate, a mano a mano che consi- 
deriamo un numero sempre più grande di termini della serie. E, stabilito V’in- 
torno del punto zero in cui\può variare x (cioè un limite superiore del valore 
assoluto di «), si potrà determinare un limite superiore dell’errore che si com- 
mette quando si assuma come valore dell’integrale y della (1) la somma di un 


DN 
certo numero di termini dello sviluppo (9). 
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Notiamo infine, a titolo di verifica che, essendo la serie (9) successiva- 
mente derivabile termine a termine per i valori di x di un intorno del punto 


zero, abbiamo : 

















Ma, prendendo per y l’espressione (9), si na identicamente : 
; (enni w “)\=e ( n si VAR si Upi Si YHt.. ) = 
=(1tah o | È tatintataat)> 


Perciò si vede che rimane soddisfatta l’equazione (1) quando si faccia in 
essa la sostituzione diretta dell’espressione (9) ottenuta per y. 

E rieordando l’osservazione fatta ‘al principio della presente Nota, pos- 
siamo anche concludere che la funzione ' 








E i 6 gr gn 9340 
y—=-—|t î — —— | : E gore 
9 7( 6 12 40° 3601 5040 1 315 1 40320 1 64800 1 
con 

2A 
t= ax + log pr Nol 


, rappresenta un integrale particolare dell'equazione 


y!' + ‘A (e9019% Cate ge) -- 0. 


Firenze, agosto 1919, 


NUOVI TEOREMI SULLE SOLUZIONI DELL'EQUAZIONE 
. DI FREDHOLM QUANDO D@=0. 


NOTA 


DI 


LUIGI TOCCHI (e Benevento) 





In una Nota precedente (') ho fatto conoscere alenne proprietà notevoli 
delle soluzioni trovate dal sigà Fredholm per l’ equazione integrale omo- 
genea; approfittando ora delle formole trovate in una Nota più recente (*), mi 
propongo di estendere le suddette proprietà al caso dell’ equazione completa. 


Chiameremo per brevità N, la prima delle due Note citate ed N, la seconda, 


4 
ed useremo gli stessi simboli delle due Note precedentix 


1. Cominciamo ad estendere all’ equazione completa il risultato espresso 
dal teor. II della Nota N.. 


DI 


Indicando con B,, B,,...,B,,p costanti numeriche, avremo che le fan- 
zioni : 
ty LA E I a Lot | 
A Dar lh i Sy)dy 
9 (è) = fia) i hr B,B, ipa B,_;B,Bx+, e 00. B,y 
SANI ara 
LOC, Uk Cp Ch i 
(—1)H#H.D, |A | 
B,B, -.. By Bf. <=. By 
{ 
,(B_, a)> > i 
1 =f(a)—- ———_- lose ica DD 1 
(1) ero PERSISTE 


= 





62) RN PROSE RIT icovent sulle serie di Fredhotlm, Giornale di Battaglini, 
Vol.LIV;tT1916. i 

(?) L. Tocchi, Sul numero di soluzioni delequazione di Predholm, quando DO) = 0° 
Giornale di Battaglini, vol. LVII, 1919. 


sono, per la (4) di N,, p | 1 soluzioni linearmente indipendenti dell’equazione 
completa, Mo siano i numeri B. Potremo dunque sostituire nella for- 


mola {{0) di N, la g,(@) alla ge); ricordando il significato di a; è espressione (1) 
di g,(@), si ottiene 


Venne! 


(Bb, x ,X)_ A Ò, d(2) 
d,(B) SE, Dire) RI In; (2 5 o) 


dA 





e sostituendo in questa l’espressione di f(x) — g,(*,)) che si ricava dalla (1) e 
moltiplicando poi per d,(B) tutta l'eguaglianza, si ha: 


rt 
h B xi) M fs 
d,(B, 2) = Di MESE) ga) h=1,2,..;P:PtPL 
iI \ 


. 


Ma i termini della sommatoria essendo nulli .identicamente quando è + 7, 
resta solo 


-_. (B, 


d,(B , 0) d, (0) EL, 2 Py Fo 


ovvero, ricordando l’espressione della m (v. Nota N, e della d,, 


. 


Ros 00 Vl Cp 0 Lp Cp 1 
Dy S(Y)Ay 

to pa Yn-,YnYnt, Dro Yn Y 

ne 000 Ink 00 Lp Lp4, 


D,+,|A FY)dy 
\B, Di 000 è. B,_,B,Br+, ‘00. B,Y 4 





x 1 La pù LC p4, DICO Cotyk, 
D,+,|A Sy)dy 


XL di hn-1Un C+, CA XpTot, i 
D nti) d . I(Y)Ay 
-Yn-,Yn Yn4t, Lite Yp Y 
a 
n 'B bi ® 00 B,-,B1 Bit: DIC) B,y 


bag DPI 


Indiéando ora con A,,A,,..., Ap} Ap+, altre p-| 1 costanti numeriche 


come le B, poniamo nelle p-4 1 identità di sopra 


a, =A, pae Aze Vu dg Ary LÀ 


PR e ale 
e AA 
tt A 


gr SA INTO NE SUI Dani: 


56 )( i 
e poniamo poi per brevità 
i A,A; * 00 Axnz;A&tyti . SE Vplpka 
= Dop | Îwdy 
* 0 Y, Ya ee YnaYnYnky e + YpyY 
(3) 
D ò ATADS DO An-An CA, CIIONIO Vp Lot, 
hi Dot, ì 
0 Ba r 


SY)dy. 
+ + Br--BxBr4 «0 Boy 


Le p -- 1 identità (2) potranno allora indicarsi nel modo più semplice con. 


An AP Ap 


Gn bl Br, 


h=1,2,. 00 PiPF1 
Moltiplicando membro a membro 
tori comuni, esse diventano 


queste p:-+ 1 identità e sopprimendo i fat- 











%o Cpt, Bo 
ta s O «A Le 
\ Bo Bo i ; Bota or 
Ricordando le (3) potremo porre 
die Ud, SLI) cont | Y,) 
CRCR Sd ce ea YYg + + Up). 
PTI 


La a, poi non è altro che la funzione %(x) della Nota N,, 
cia in essa x =. Dunque 


(4) 


quando si fac- 


da) — Ung. .. Coty): YU) 


Rammentiamo ora la formola (12) e le precedenti della Nota N, €, per evi 
tare confusione, usiamo in quelle formole i 


simboli di funzione # e T, al posto 










i e n AR SR nta SARTO, gi Ri Rao Pr Sidi a 
| ; ; î =} 


di 4 e Y. Ivi si è trovato. 


D, |} 
a Buri Ba 
SEE IRR IER IE OM MO e Se N Rc RIO MZ 
1 4 1 PTA i AA, VAC A, 
D,|X 
B, By). A By 
(5) 
Aa Ag 
Ty... 9) |A 
Y, 2 Yp 


i Lp Lp Cpt Dì 
DARAI SEME TV Yo) 
CI FILI AGO PARTONO IRE PAS | 


Ma sappiamo che 


i LC, aaa, Vi C+} PINO LCotpt, 
bE- (È diri D, ) 


(1 
YURI, Vs; 


LI 
e allora, ponendo nella (14) x, —= a, SI ha: 


(6) d;(a) LA CREO PAPIRI SI COL CORI sit, L(Y,Y, + +4») 


DAT tao art eg My: Y») 





» 


Possiamo così enunciare il 
. > t] 


TEOREMA — Se A annulla la D(A) e tutti è suoi minori fino a quelli di 0r- 


pio.) . x . . Di . . . . 
dine p esclusi, le funzioni di si spezzano nel prodotto d'una funzione dipendente 
x 


Ò; 


dalle sole variabili x, %,...%,43, per ww altra dipendente dalle sole variabili 


YU US IM pe : 
Rieordando che le soluzioni dell'equazione completa si ottengono agginn- 
di 


. gendo alle --— la nota funzione f(x), si vede che questo teorema estende alle 


Ò; 


è 


# 


soluzioni dell’ equazione completa analoga proprietà espressa dalla (12) della 
Nota N, per la soluzione dell’ equazione omogenea. 


2. Possiamo dedurre altre proprietà. 
Le formule trovate ci permettono di serivere le soluzioni dell’ equazione 
VOL. LVII. o i 8 


ALE ATA 
EDI Li x 





(58. )(. 


completa in due nodi diversi. Una prima forma è espressa dalla (1) ov- 


vero da 


Inoltre, in virtù della (6) e delle (5), si ha 


fo 
eda 


AIAR 


CRE ASIA AS IIS 04 I a 


ì | fy)dy D, 
B,B, es. B,-,B;B,4, dv. B,+, 


L(Y,Y, «+ - Yo) 
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ò; 10 E Re Bei fi 
(LPD, |A PRO ROTA ET Y”») 
BB DEB og 
dB, 2) 
eo I MY Yzi ce. Yp): 
Cosicchè 

:(B ,%) - 

(2) J ) DI so h{ ASTRI 0 Yp) i 


è nn’ altra forma della stessa soluzione. Se ne deduce che deve essere 
iS 


oa iWg, Ve 


Dunque : di 

COROLARIO I. La funzione hY,Y,. +. Y,) è costante ed eguale a 1 per qualun- 
que valore dei suoi parametri. | 

La (7) si può scrivere sotto la forma 


A, À 


4 dr 


ATA SS RAGALIO TRA 


P 








Fy)dy Di 
ES Y, Yn0°-Yp 
LG AGATA 





YU Yg ++ -Yp Y 
ASASTISIA AGO 








SMdy bj 1 


p 
B;Bila By si 


la quale ci dà il rapporto fra gli. integrali di due serie. di p+ 1 ‘parametri, 





mediante quello di due serie di p parametri. Da quest’ ultima si ha anche 


i 
Pa 
Vy 
4 
* 


r 





i fa AA, <hr ApAyt PREMIO È 
SILE LASER I 
at YU + YpY 
O) ; 
Ai 
Metto RENT SATA ALA 
YU, Yz. Yp D CE Pe at e 1 
MENA UA DTA È i SY)dy 
Da aut ani do B,B,... By I 
BED i ta, 
. ‘ = 
la quale ci dice che $; . 
: È d \ì . ’ 
CoroLLARIO II. È conosciuto l'integrale a primo membro, qualunque siano 
i numeri Y,,Y,-++YUn; quando è conosciuto il valore del medesimo integrale per 
certi numeri particolari B,, By... By. A 
| Napoli, dicembre 1918. do sa dai Co : 
IR sN 
a 4 se Di 
. # 5 
E° 
Pi sj è Ì 
I PERSE pi È i 
Dì è È k 10 








NUOVI TIPI GENERALI DI SUPERFICIE RAZIONALI 
SUPERFICIE D'ORDINE m CON RETTA (m — 3)pla | 


ED m—3 PUNTI TRIPLI (1). 


NOTA 
DEL 


Dott. ANTONINO TUMMARELLO (a Napoli) 


In una Comunicazione letta al Vongresso di Napoli della Società italiana 
per il progresso delle scienze, mostrai (*) come applicando ad opportune tra- 
sformazioni birazionali dello spazio (le mie [n, n] monoidiche (*)) un procedi- 
mento semplicissimo, si perviene ad ottenere infinite superficie omaloidiche a 
soli punti multipli, superficie di eui fin allora erano conosciuti solo i tipi di 
4° ordine scoperti da Noether (‘4 e C remo na (°) e alcuni loro casi par- 
ticolari considerati dal Prot. D. Montesano (6). Continuando le mie ricer- 
che su tipi generali di superficie razionali , ho notato che quantunque le su- 
perficie d’ordine arbitrario m con retta (m — 1)-pla o con retta (Mm — 2)-pla 


(4) Ho letto un breve riassunto. di questa Nota in una Comunicazione fatta il 16 aprile 
del 1919 al Congresso di Pisa della Società italiana per il progresso delle scienze, 

(?) Veggasi: Atti della Società italiana per il progresso delle scienze. Quarta riunione. Napoli, 
16 Dicembre 1910; p. 733-734 (Roma, 1911). i 

(3) Dott. A. Tummarello. Le.trasformazioni birazionali monoidiche (n , n) dello spazio. 
Rend. R. Acc. Scienze Fis. e Mat. di Napoli, (3), v. XVII, 1911. 

(4) M. Noether. Ueber die rationalen Fliichen vierter Ordnung (Mathematische Anna- 
len, XXXIII Band ; S. 546-571; Leipzig 1888) , nonchè Nachrichten di Gottinga del 7 giu- 
gno 1871. 3 

(9) LL Cremona. Nachrichten di Gottinga, del 3 inaggio 1871} Memorie Acc. Sc. Ist. 
di Bologna 1881 (p. 365-386); Collectanea: in Mem. D. Chelini, 1881 (p; 413-424). i 

(£) D. Montesano. Le superficie omaloidiche di 5° ordine (Rend. R. Acc. Se. Fisiche 
di Mat. Napoli, 9 Febbraio 1901); A 

D. Montesano. Su nuovi ‘tipi di superficie razionali di 5° ordine. (ibid,, 9 Feb- 
braio 1907). i 
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potessero ritenersà note in tutti i dettagli a causa della loro rappresentabilità 
sul piano, pur tuttavia nessuno ancora; facendo un ulteriore passo in avanti, 
sì è occupato delle superficie razionali d’ ordine m qualunque, con retta 
(m — 3) pla, superticie che necessariamente debbono possedere altre singolarità 
oltre di questa retta, che supporremo linea « ordinaria ». ì 

In questa Nota mostrerò che le superficie d’ordine m con retta (m — 3)-pla 
e conm--3 punti tripli ordinari, sono razionali. 

10 risulterà senz’ altro dalla: loro genesi molto semplice ottenuta a mezzo 
di trasformazioni birazionali spaziali. | 

-_ Darò qui la rappresentazione piana di dette superficie e la classificazione, 
Per m—3n, dei casi dovuti a presenza di ulteriori punti doppi: conici, bipla- 
nari, uniplanari. v x _ 

Suppongo le superficie prive di linee multiple diverse dalla retta (m—3)-pla, 
cioè a sezioni piane di genere p = 2m — Db. 

Così, per m > 5 si ha tutta una nuova classe di superficie razionali d’ or- 
dine arbitrario m. L'unico caso particolare a retta multipla finora noto era 
quello di ordine m —= 5, scoperto dal ‘grande geometra italiano Luigi Cre:- 
mona (’). i 

Queste superficie possiedono (com’ è ovvio) un fascio di cubiche ellittiche, 
onde il loro studio si collega a due recentissimi lavori del prof. G. Marletta, 
relativi a superficie di 6° e 7° ordine (*), lavori nei quali però il chiaro Au- 
tore si ‘discosta. sostanzialmente dai procedimenti e dai risultati della pre. 
sente mia Nota. | | 

È Questa si chiude con l’accenno alla .via più facile per ottenere sistemi 
omaloidiei di superficie d’ ordine m aventi per elemento una di quelle da me 
considerate (e con eiò tutta una nuova classe di trasformazioni birazionali spa- 
ziali di genere 2m — 5); e finalmente vi è tracciato un procedimento molto 
spedito da seguire volendo anche superficié dotate di linee multiple oltre della 
retta (m — 3)-pla. 


$ 1. Genesi delle superficie d’ordine m con retta (m — 3)-pla 


ed m---3 punti tripli. 
1. Tra due spazi XY, Y' si stabilisce una trasformazione birazionale T di 


& 


(7) L. Crèémona. Uebern die Abbildung algebraischer Fliichen. Mathem. Ann. Bd, 24, 
S. 29. 

(8) G. Marletta. Delle superficie algebriche, d’ordine 6 0 7, con un fascio di cubiche el 
littiche. Rend. Cire. Mat. di Palermo, t. XLI, 1916. ‘ 

G. Marletta. Delle superficie algebriche d'ordine 6 con un Fascio di cubiche ellittiche, Ibi- 
dem, t. XLII, 1917, i 
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genere zero (°) indicata dal simbolo: € a 


= so, = 4,73 —- 10; pn dn — DI 


ove s'intende che il sistema omaloidico dello spazio XY (0 «primo spazio ») è 
costituito da 00° superficie 6 d’ordine n aventi-a comune la.retta (n — 1)-pla 
a,.e 3(n — 1) punti O, ,0,,... in posizione generica e che il sistema omaloi- Y 
dico di Y' è costituito da superficie 4 d’ ordine 2n — 1 aventi a comune la 
retta 2(n — 1)-pla b, e 3(n — 1).rette semplici 7); lg 3: . appoggiate alla d,. 

I dettagli della T possono considerarsi noti: non insisto perciò su questi; 
vado invece a dare la genesi delle superficie d’ordine m con retta (m — 3) pla. 
ed m— 3 punti tripli. 


2. Abbiasi, nello spazio X, ùna superfieie +F,,, d’ ordine m, del tipo ora 
menzionato. Sià a, la sua retta (m — 3)-pla. Suppongasi che, inoltre, degli. 
m- 3 punti tripli della superficie, 3(n — 1) vengano a coincidere con i punti 
fondamentali O, ,0,,...0,-y del 1° sistema omaloidico (onde è 3(n-1)<m_—3; 
ossia m = 3n). Allora, se Q,, Or ... Sono i restanti punti tripli (in numero. 
di m —— 3n) della F,,, la T muta la superficie 


\ 


— gn? ps 3 2703 
ue == a," (n 1)O (m nera Sn)Q 
in una superficie 


Pip = dg? (1 ==m — N). | 


In particolare, se w=0,1,2, in una superficie : 

1° (per pe 0): di terz? ordine F‘,; 

2° (per p= 1): di quart’ ordine F', — d,W@? avente il punto triplo Q e 
dotata d’una retta d, non passante per @ (monoide con trasversale b,, di Cay- 
Pesio > 

3° (per p= 2): di quint’ordine' E‘, = b,20° avente -la retta doppia b, 
e due punti tripli Q,, @, fuori di essa (superficie di Cremona) (). Questi: 
tre tipi di SUDenoo ben noti, sono razionali. 





(>) ® 


(*) V. ad es, G. Loria. Sulla classificazione delle trasformazioni » razionali dello spazio, 
in particolare sulle trasformazioni di genere zero. Rend. R. Ist, Lomb., (2) v. XXIII; a. 1890. 

(19) A. Cayley. Considerations générales sur les courbes en espace. Courbes du cin juième 
ordre. (Comptes Rendus de l’Acad. des Sciences de Paris, t. LVII; p. 994-1000). È 

(11) Cremona. Ueber die Abbildung etce., 1. c. E su tale superficie vedasi. pure: 


D. Montesano. Le superficie omaloidiche di 5° ordine cit. 
\ 
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Viceversa, applicando la T-' a queste tre superficie, otteniamo ceorrispon- 
dentemente nello spazio Y, superficie 


F,, =," 3(n — 1)0°(m — 3n)Q° 


ni 


per 


m= 0(mod, 3) , mne = 1(mod. 3) , m= 2(mod. 3) 


rispettivamente. 
E siccome è m = 38 + e pel fatto che le F,, in parola sono del tipo 


F=05" m=3)P*, 
- Così si ha un procedimento semplicissimo per ottenere tutti i tipi di superficie 
d'ordine m con retta (m — 3)-pla ed m — 3 punti tripli partendo dai tre tipi 
particolari noti d’ordine m < 5. E poichè questi tre tipi generatori sono razio- 
nali, resta pure dimostrato che le superficie d’ordine m anzidette sono razionali 
per m arbitrario. 


TI 


‘ MINE . > RIRIOA m_-3 x 3 ; 
$ 2. Rappresentazione delle superficie F,, =a,"-m — 3)P® sul piano. 


° Casi particolari, dovuti a presenza di punti doppi ulteriori. 
3. Supporremo dapprima m = 0 (mod. 3). 

a) Caso generale. — Nello spazio Y' sia data; in posizione generica ri- 
spetto al sistema delle 4, una superficie generale di 3° ordine F‘,. La T=* mu- 
terà F', in una superficie F,,= a,"-(m — 3)P* ove sarà m = 3n. 

Si rappresenti F', sul piano e si considerino le immagini delle intersezioni 
di F‘, con le superficie » e con le superficie costituenti la jacobiana di que- 
sto sistema omaloidico. Si ha così subito la rappresentazione piana d’ ordine 
minimo della superficie F,,. 

Le sezioni piane hanno per immagini co% eurve d'ordine 6n — 3: 


Di == GA! 3B?"-® 9(n — 1)S 
le quali hanno tutte a comune: sei punti A,,,.., A 
tre punti B,,B,, B, multipli d’ ordine 2x — 2, e passano per 3(2 — 1) terne 


CIDADE Sen. le 1) 
Immagine della retta (m — 3)-pla a, è una linea 


e Multipli d’ ordine 2n — 1, 


I 


Ap BAY 3Bs9(n— DS; 


6e(n_4) 


Aa PINO 
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k 
ed i nove punti A,,..., A; B,; B;, B; costituiscono la base d’ un fascio di 
c, = 6A 3B le cui linee obiettive sono le cubiche staccate sulla. F,, 
dai piani del fascio di asse a,. Nel fascio di cubiche del piano iconico vi sono 
3(n--1) curve di 3° ordine I° == 6A ,3B,$,,;35,,:38,, che rappresentano i 


cubiche € 


7 


on—-3(=m — 8) punti tripli di F,,. 

I 9(n — 1) punti S sono immagini di rette ‘empliot di F,,; e propriamente, : 
ciascuna terna S,,j 3 Sy, Sg corrisponde ad una terna di rette uscentivdal 
punto triplo P, e appoggiate alla retta a, 

») Casi particolari. — Se nello spazio Y" si dà una superticie F°, con 
punti doppi, in posizione generica rispetto alle è, si ottengono, valendosi della 
T-', superficie F,, del tipo studiato nel comma «@) dotate però ulteriormente 
di punti doppi (conici, biplanari, uniplanari). Propriamente, dinotando con O, 
i punti conici, con B, i punti biplanari che riducono la classe di F,, di @- 
unità, e con U, i punti uniplanari che riducono” di y unità ‘la classe della su- 
perficie, otteniamo ventuno casi di superficie RE con punti doppi. Essi sono i’ 


seguenti : ) 


Ta, ine) e ee oa e ce De 


4 


mm 3\P3: Bis 


1 


IV. DRD e Na CA”, LE ORE DID Bis ta3 
VIL: Dip: a E, pi SA Cage! BE Di 2B;; 
Ni SLI O A bp » » By e LI, a S U5 
XATL. > pid Bay 0 NEM, » » Bio A DEW. >» » 3 
XVI SSSAN E Vle BC XVIII.» <» B420, 


XIX. IRE SI 5 )E BREAD vi» Dig RALE 3B,; 

e corrispondono ai ventuno casi di Superficie di 3° ordine non rigate dovuti a 

presenza o assenza di punti doppi: conici o no. ' 
Specializzando nel piano rappresentativo IH la posizione dei sei punti fon- 

damentali A come nei singoli casi della. corrispondente F’, si ottiene subito 


la rappresentazione piana dei casi di superficie F,, a punti doppi, ora- indicati. 


IS 


Così, per dare un esempio, allorchè i sei punti A giacciouo su d'una conica, 
questa è imagine d’un punto doppio di F,,. ser È 

Credo inutile insistere sui dettagli di tali casi, perchè possono ormai ri- 
tenersi noti dalla loro rappresentazione piana tenendo presenti i lavori di 
Sehlafli, Cayley, Cremona, Diekman n, Stu rm’, ‘ecc. su le 
superficie di 3° ordine. 


4. Supporremo ora m = 1(mod. 3). 

In tal caso partiremo da un monoide FP’, = Q°b, dello spazio X‘, nel quale 
monoide sia d, una retta non passante per Q (una trasversale secondo il Ca y- 
ley) e il vertice Q lo supporremo in posizione generica rispetto al. siste- 
ma delle $. La T-! muta F', in una superficie F,, = — 8)P? in eni è 
m=3n +1. 





LEE di feste trat n 





La nota rappresentazione di F', con proiezione dal suo vertice su d’ un 
piano generico ci dà subito la rappresentazione piana d'ordine minimo di F.,,. 

Immagini delle sezioni piane di F,, risultano allora c0° curve d’ ordine 
On 2: | 


D,n-, = 9A”! 3B 9n — 1)S 
e la retta (m — 3) pla a, viene rappresentata da una linea d’ordine 6n — 5 


A, = 9A" 3B 9n— 1)S. 





BIS 


I tre punti B stanno su di una retta; i nove punti A sono la base 
d’un fascio di cubiche C, = 9A, ed i 9(n — 1) punti S sono distribuiti in 3n — 3 
terne S,,;) Sy Sg; (per #1 =1,2,..., 3[nr — 1]) su altrettante cubiche 

TO = 9A8,,,, 8 


409 2,0) 9,0 


del fascio. Queste cubiche I, insieme alla cubica I”,=9A3B dello stesso 
fascio, sono le immagini dei 3n — 2(=m —3) punti tripli di F,,. 

Le linee obiettive dei punti S é dei tre punti.B sono rette di F,,: ogni 
tre di queste passano per un sol punto triplo e si appoggiano tutte ad a,. Ecc. 

Casi speciali. — Non mi occupo qui di casi speciali dovuti a presenza di 
ulteriori punti doppi: ciò perchè il loro studio riesce .agevolissimo, potendo 
ormai ritenersi ben noti i monoidi, quelli di 4° ordine in particolare, per le” 
Memorie di Vande Vries (*) Rohn (*), Lampe ("): del resto, non è 
qui mio scopo la classificazione di tutti i casi particolari delle F,,. 


5. Esaminiamo finalmente il caso in cui m = 2(mod. 3). Assumeremo al- 
l’uopo nello spazio Y' una superficie di 5° ordine F', con retta doppia bd, e due 
punti tripli Q,,Q,: questi ultimi in posizione generica rispetto alle VD. La T-* 
muterà la F', in una. superficie F,, =@"-m— 3)P? ove m = 3n + 2. La nota 
rappresentazione piana della F'. dovuta all’ illustre Cremona (') ci fa ot- 
tenere immediatamente la rappresentazione piana d'ordine minimo della F,,,. Im- 
magini delle sezioni piane di F,, risultano c0o5 curve d'ordine 6n +4 1: 


Pri APT TR, 04/313, N 1)S; 


la retta (m — 3) — pla a, è rappresentata da una linea d’ordine 6n — 2: 


NARO 3D- 3 1)S. 


(42) J. Van de Vries, On monoids (Kansas University Science Bulletin, Vol. I, n. 12; 
p., 305-322 [Die. 1902] e vol. II, n. 1, p. 3-18 [Giugno 1908]). 

(43) K. Rohn, Ueber die Flichen vierter Ordnung mit dreifachem Punkte (Mathematische 
Annalen, Bd. 24 S. 55-151). - ; 

(44) Lampe, Diss., Berlin, 1864 (Cfr. per quest’ ultima citaz.: Pascal. Rep. di Mat, 
Sup., vol. 2°, p. 453), 

(45) L. Cremona, Ueber die Abbildung., cit. 
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I nove punti A , B,,...,B,,C formano la «base» di un fascio di cubi - 
che C,.= A,7B,C là cui linee obiettive sono le cubiche staccate nella F,, dai 
piani del fascio di asse a. I 9(n — 1) punti S costituiscono 3(n — 1) terne 
Sx, 3 Sx, Sag (= 1,2;...,8[n — 1]) tali che ogni terna giace su una 
singola cubica T® = A,7B,0,S,,,S,,, Sy del fascio di C, menzionato. 
Queste 3(n — 1) —=m — 5 cubiche T, unitamente alle due cubiche 


L= ABOCA a 


del medesimo fascio formano le immagini dei sn -1)+2=m—3 punti tri- 
pli P, di F,,. Per ogni punto triplo P, di F,, passa una terna di rette sem- 
plici appoggiate ad a,. I tre punti D, i tre punti E ed i 9n—1) punti S 
sono immagini di rette semplici di F,,, del tipo ora indicato. Ece. 


x 


Con ciò è data in modo completo la rappresentazione piana delle super- 
ficie F, =a,"-*m — 3)P° per tutti i valori di m. ; 

È facile vedere, o con le formole di Noether, o direttamente con la T-, 
che le superficie F,, a retta (m—3)-pla ordinaria a, ca m—3 punti tripli 
- ordinari P, se hanno a comune la a, e i punti P, formano un sistema li- 
neare 009, 

È inoltre evidente che da sistemi omaloidici di cui sia elemento una delle 
già dette superficie F‘,, F,, F°, (< senza» o «con» punti doppi), si deducono 
sistemi omaloidici di superficie di cuî è elemento. una F,, di quelle da noi 
considerate; e quindi ottengonsi subito delle nuove trasformazioni birazionali 
dello spazio, di genere p—= 2m — 5 (19). 

Finalmente, se si vuole ottenere superficie F,, del tipo in parola, a sezioni 
piane di genere minore di 2m — 5, cioè dotate di altre linee multiple diverse 
dalla retta (m — 3)-pla, basterà partire da superficie F', con retta doppia 
non coincidente con alcuna linea fondamentale del sistema 4, o da monoidi, . 
F',=5b,Q° con rette doppie (naturalmente uscenti da Q) in posizioni generiche 
rispetto alle d, ecc. 1 I a 

Come si vede, qui viene pure indicata la via più facile per tutto un nuovo 
campo di interessanti ricerche geometriche, sia sulle superficie razionali che 
sui sistemi omaloidici di superficie. ; 





(!9) Per chi volesse farne lo studio sarà utile (oltre alle note memorie di Cremona 
sulle trasformazioni birazionali dello spazio) un’interessante memoria di H, P, Hudson dal 
titolo: On Cubie Birationat Space Transformations (American Journ. of Math., vol. XXXIV, 
n. 2). È S 


ALCUNI COROLLARI DEL TEOREMA DI PICARD 
SUI VALORI SINGOLARI DELLE FUNZIONI OLOMORFE 


NOTA 


DI 


GIULIO ANDREOLI (a Napoli) 


sai 


1. Recentemente la Sig. Borellini ha enunciato in questo Giornale (!) 
un semplice ed elegante teorema, dedotto da quello di Picard, sui valori 
«che una funzione olomorfa non assume mai. 

Chiamando regolare, una funzione olomorfa tale che Vequazione 


fera 
abbia sempre infinite radici, qualunque sia « finito, tale teorema assume la 
forma concisa : 


| ji MESIA 
Se f e Pa sono ambedue olomorfe le funzioni 
b 
afro 
ii 


sono sempre regolari, se a , b sono numeri ambedue diversi da zero. 

Tale teorema si presta ad un’ulteriore generalizzazione, quasi immediata, 
che si può fare seguendo la stessa via. 

Essa è racchiusa nel teorema che è in questa brevissima Nota. 


ro 


e E PARRA, } 
2. TEOREMA I.-—- Se f e va sono ambedue olomorfe, le funzioni del tipo: 


0 1 1 
F_=@f |... + a,f + bd, TAI ev D da Va 


» 
(4) BORELLINI, Un teorema sulle funzioni intere, Giorn. di Batt., (3), v. 57, 1919. 


e 


Vitto rin 


su È 
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sono sempre regolari, purchè almeno due fra le costanti a e b complessivamente, 
sieno diverse da zero. 


1 3 i 
Infatti, se fe F sono ambedue olomorfe non ammetteranno poli; e sie- 


VE GE 


come luna è Vl inversa dell’ altra non avranno nemmeno punti zero, e saranno 
perciò della forma: 


1 
f_@ ; 3=0' 


RE VOR e I 


con g funzione olomorfa. Dunque l'equazione f.= a avrà sempre infinite radici. — 

pet o. finito e diverso da zero. In caso contrario si dovrebbe ridurre ad un | 

polinomio, per il secondo teorema di Picard, avendo già i due valori ecce- 

zionali 0 ed 00; il che non può essere avendo la forma già detta e. 
Consideriamo perciò l’equazione 


Il 


ot ll 
(1) A, Taro e 


ove e sia un numero finito qualunque. Essa moltiplicata per f", sempre di- 
verso da zero per le ipotesi fatte, diventa 


(2) d,, "n4-n + Lorna -— E at dali of” + bgtet | SO > b,.. —= (. 


Ora, la (1) è soddisfatta da' quei valori di z per cui /(2) soddisfa la (2); 
si avrà cioè 


Nata RE ei a lp de o AI 


Questa equazione algebrica ha almeno una radice diversa da zero, qualunque 
sia a; quindi la F è regolare, poichè la 


Se) = £ 
ha sempre radici per C+ 0. 


Farebbe eccezione il caso in cui non vi fossero almeno due dei coefficienti 
diversi da zero; poichè la F riducendosi in tal caso a una delle due forme : 


a,f'(a) = : db, 





avrebbe come valore eccezionale appunto lo zero. 
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Si noti infine che la F può ridursi alla forma semplicissima 


veti 3 P(f) polinomio in /. 


Inoltre, le stesse considerazioni già svolte, permettono di Seng il teo- 
rema, dato nel seguente: 


1 È Msi È 
TEOREMA II. — Se Y ed F sono. ambedue olomorfe le funzioni del tipo : 49 


PE dI anfr + > by a 


h 





sono sempre regolari, purchè i sommatorii comprendano un numero finito di ter- 
mini, le r,,8, sieno razionali e almeno due fra le costanti a, Db complessivamente, 
a Sieno diverse da zero. 


- Ù) 


i det: O 
x Infatti se f ed + sono olomorfe, la funzione @ = f* (s =M-C-D dei de- 


nomin. di r,,s,) è olomorfa; poichè oltre a non aver poli, non ha nemmeno il 
punto di diramazione f=0, essendo lo zero valore eccezionale; essa è delia 
forma (°) 


Quindi, la F assume la forma 


= È 
Pas > (ty, pl | > bi 
: n D L 


con ,m interi; ricadiamo perciò nel I Teorema. 





Napoli, agosto del 1919. È 


"| 


(2) In realtà vi sono s funzioni distinte, che però differiscono fra loro solo per un fat- 
tore eguale ad una radice s-esima dell’unità, 





ì | i sO ; A Lo "= VPI PEDRERA y PORSI 
PS 4 a i Casi ca 5 
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SOPRA UNA QUESTIONE ENUMERATIVA RIGUARDANTE 
® = ALCUNE FORME DIFFERENZIALI 


NOTA 


DI 


È e 
di » - 


SILVIO MINETOLA (a Roma) 


f 


Con la notazione 


d ORAZIO ga 
(1) sat 
Nerd SS) 8, dito SS Sm 


dove 0 La +a, t.... La, <8+8,+%...-48n, il prof Ugo Amaldi 
ha indicato in una sua Nota (') l'insieme di tutti gli schemi (sistema completo 
di schemi), che si ottengono con il seguente algoritmo combinatorio : 

a) sì decomponga, in tutti i modi possibili, ciascuno dei numeri interi 
(positivi o nulli) sx ({==1,2,...,m) nella somma di a=a,{4-%,,4...+44, 
addendi interi (positivi o nulli) e ciascuna di queste partizioni di s, si per-- 
muti in tutti modi possibili; 


x 


b) si formino tutte le matrici ad m colonne ed a linee, che si otten- 
gono prendendo come %”"“ colonna (K =1,2,...,#) una qualsiasi delle par- 
tizioni di s, e si escludano quelle matrici in cui compaia una linea (o più) di 
elementi nulli; 


c) infine a ciascuna delle matrici superstiti si aggiunga una colonna 


(4) Cfr. U. Amaldi, Sulle derivate successive delle funzioni composte di quante si vogliono 
variabili indipendenti. (Rend. del Circolo Mat. di Palermo, T. XLII, fase. I, anno 1917, 
pag. 94. Vedi specialmente il n. 8 a pag. 103). In questa Nota la (1) ha propriamente le s 
al posto delle a, ma noi adoperiamo lo stesso ordine seguito dall’ Autore in un altra Nota 
successiva: Forme isobariche e cambiamenti di variabile (Giornale di Battaglini vol. LVI, 1918. 
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detta degli affissi, assegnando alle prime a, linee l’affisso 1, alle a, linee suc- 
cessive l’affisso 2,..., alle ultime a, linee l’affisso ». 

Con procedimento che sarà chiarito in seguito, a ciascuno degli, schemi 
così formati si fa corrispondere un termine della forma differenziale indicata 


Dioniso i 


da H “, che è perciò somma di tutti i termini corrispondenti al si- 
Mista tn 


stema completo di schemi rappresentato dalla notazione (1). 

Alla fine dell’ articolo l'Autore pone la seguente domanda : 

Quanti sono gli schemi appartenenti ad (1)? 

Osservando poi che due schemi differenti tra di loro solo per l’ordine in 
cui si sugcedono certe linee disuguali, ma contrassegnate però da uno stesso 


+ 3%, 00.34 


PINETE CIRCA È 
affisso, danno luogo a termini simili della forma H °° , è po- 


frana e 

sta la seguente seconda questione : 

Quanti sono î termini dissimili di H°!°%%%%%2?%0'°%q 

BieGe opelievy\Sarp Welcty Sri 

In qnesta mia Nota mi occupo delle precedenti dne questioni, e breve- 
mente interpetro i risultati che ottengo nella questione differenziale, che è og- 
getto principale delle ricerche dell'Autore. 

Mi corre l’obbligo in fine di dare qui posto alla seguente avvertenza. 

Nello scrivere questo lavoro mi erano sfuggite le ricerche perseguite dal 
prof. Ernesto Pascal per varii anni sulla teoria delle forme differenziali 
di ordine e grado qualunque, che culminano .tin una magistrale Memoria dei 
Lincei (*?), in cui sono raccolti, ordinati e completati gl’ importanti risultati 
sparsi qua e là in numerosi lavori. Adottando metodi e notazioni differenti, ‘ 
nelle pubblicazioni suddette, che io indico all’ attenzione del lettore, sono ri- 


portati parecchi dei risultati ritrovati in questo lavoro. 


È 


- 


I.— TOTALITÀ DEL SISTEMA COMPLETO DI SCHEMI 


1. Sia data la matrice ad a linee ed m colonne 
0 Varg at ATAIRO, 


2 CRI AH 
IBC 0 

1 CERI SALI N CI 

O. i 

Tei ) 

(2), se Ar 1 
SIA ORI 

ci . . 
d, d, lm 





(?) E. Pascal, Za teoria delle forme differenziali di ordine e grado qualunque, Mem. della 
R. Ace, dei Lincei, Classe di sc, fis, mat, e nat., (5), v, VIII, 1909-10, 


mg pe La "TRS PARTE >» 1°, e Vea SE, * [USS Ag SeO-SI- 
* dedi è - n . “ x 
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che ha determinati numeri interi (positivi o nulli) nelle singole solonne e do- 
mandiamoci quante sono le matrici non nulle cui essa dà luogo, permutando 
in tutti i modi possibili gli elementi di ciascuna colonna. 


ri 


Supponiamo ehe nella prima colonna vi siano 


I, si NE 
A O MP 


gp () » (m) 
ta , 7, 


essendo in generale, 7,4 0 (8). 
Permutando in tutti i modi possibili gli a elementi delle singole colonne 


si hanno rispettivamente per la 1%, 2%,...,m"® colonna, 


a! a! a! 
GALA / [ b) PI ZAR pelli ; ee ; n (Mg (MT n (Mm) 
CIRO Pra UA ire e 


permutazioni distinte; in tutto, pertanto, con gli elementi della (2) possono for- 


marsi : 
f ! 
(3) n RA Do, E TE "> (208 
161 Pe gp O ATA N fg er Ve e 


matrici distinti comprese le nulle, comprese, cioè, quelle che hanno una o più 
linee di zeri. Calcoliamo ora il numero di queste ultime. 
Supponendo che nelle m —1 colonne.diverse dalla 4%", che ha x, 
vi siano in ciascuna almeno +, zeri, si potranno considerare matrici, ponendo 
r,% =, con rispettivamente \,X—1,...,2,1 linee di zeri. 
Cominciamo con lo stabilire il numero di quelle che ne hanno .. 


(©! zeri, 


(3) Noto esplicitamente che con l’algoritmo esposto nell’ introduzione si ottengono proprio 
matrici della forma (2), quando si supponga di serivere in ogni colonna in ordine non de- 
crescente gli elementi delle singole partizioni e non escludendo per ora le matrici con li- 
nee di zeri. I numeri r; sono chiamati dall’ Amaldi esponenti del numero i nelle parti- 


zioni di sp. 
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Separando in ciascuna colonna ) zeri, in uno stesso ordine determinato per 


\ 


tutte, i rimanenti elementi daranno luogo a 





ti) ES (a —2j1 
ea era e II irà N ARR TE A E qu 


- e 
matrici distinte non nulle, ma potendosi i ‘\ zeri separare dagli « posti in (5) 
modi differenti, il numero totale delle matrici con ) linee di zeri, che indiche- 


remo con T\, sarà dato da:. + 





qp—_(% (a — A)! i (a — A)! 
== —— a RR 
Ae AI COATTA 
(a — ))! 
SNO ASCA 


Se si osserva che le matrici con almeno X— 1 linee di zeri comprendono 
anche quelle che di tali linee ne hanno ) e che \ —1 elementi su % posti 


possono collocarsi in fi À modi differenti, è facile scrivere l’espressione di 
T\_,, numero delle matrici con solo X — 1 linee di zeri. 


Si ha: 


( a (e SSIREE.I)I (RR E] 
O” 


T Ad <= dae TT eee e e e e] e e mm —— 

My \— 1 TOI AA. (eee. ra, 01 
di 

sin (Dx: 

Gli) 

Ponendo, per semplicità, 
(È Eine (ed 
( ) uri 7) (#4 sli i)! pel 56 ra, I SIT (100 nai i)! 0) VAART (0 dl I 


- le espressioni precedenti diventano : 


À 
pa = ty } Je = d-, 2a (, Sk ) ti 
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Si può anche scrivere : 


) a ’ 
B=(x)f A . 5 


X—1 ì 
SERRA 


Per T,_, si avrebbe: 
su 


Cad; OR. 
na 


e sostituendo e riducendo :, 


; \—- 2 \— 1 À 
mf ie 


Successivamente : 


VE e DE a) NEI \ 
nf 


Ds n 


m=(1)t-(1)4+. er re sem-t)a 


4 


Il numero di tutte le matrici con qualche linea di zeri è dato da 


Ze (el 


e, per note proprietà dei coefficienti binomiali, da 


PA TORE © EA dita ite ei 


dA O (e 1), LS 





a infiii. Jin DI 1,9% ted e pr e e O de uffi + bo O Bel” Ra a n° p L.A) » d " a PA 
n x ” 
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Indicando con 68 il numero totale delle matrici. non nulle relative alla (2) 
sì ha perciò: 


\ 


(5) 0=T+ N Di, 


41 


dove T è espresso dalla (3), t; dalla (4) e A indica il maggior numero di linée 
di zeri che possono formarsi nella (2). 

Ponendo accanto a ciasenna delle matrici numerate dalla (5) la colonna 
degli affissi (v. introd., c), si avrebbero tutti gli schemi distinti costruibili con 
gli elementi della (2). 

Diremo ehe 6 dà il numero degli schemi che costituiscono è sistema com- 
pleto relativo alla (2) (sistema completo parziale di schemi). 


2. La facilità dell’ applicazione della (5) la sperimenteremo con un 
esempio. 


Abbiasi la matrice : 3 
(er 0 0 
0 0 0 
0 0) 0 — 
0 0) 1 
0) 92 1 
3 IERI i 


e calcoliamo il valore di 8 ad essa relativo. 
La composizione delle colonne è ordinatamente rappresentata da : 


, n Deh 

toesrolb go Var 

SIL gilt La SE 6 

LE N AB 2 

IINZZ, IMITA N19) dik 

pt e IRIS pt IPO e DI 


di modo che possono formarsi al massimo 3 linee di zeri, ossia è \ = 3. Le 
(5), (3) e (4) dànno perciò: 


& 0=rLT-tTby,T-h= 
Bnl 6! 6! GN RD! 5I ONERI: SII 41 
Mato 312110 TE CRIS LETTA ERO VIE DIO 


LI 


63 Re 31 POE 
— (3) St sita = 9400 — 9000 44320 — 540 = 180, 
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3. Dopo aver visto, data una matrice composta con determinati elementi, 
in qual modo si calcola il numero degli schemi che compongono il sistema com- 
pleto parziale ad essa relativo, occorre stabilire quante sono le matriei analo- 
ghe alla (2) che possono costruirsi nel nostro problema. i 

Si tratta di decomporre i numeri #,,$8,, +++, 8, in « addendi interi (posì- 
tivi o nulli) e di costruire tutte le matrici possibili, ponendo: nella %°* colonna 
(=1,2,...,%) una partizione qualsiasi di s, in a addendi e facendo in 
modo che due matrici qualsiasi differiscano per la composizione degli elementi 
in almeno una colonna. A 

. Ora, il numero sx SÌ decompone in 4 addendi interi e positivi (non nulli) 


in un numero due volte indicato da R, ,u (‘), ma potendo nel nostro problema 
s "i è 
k 

gli addendi essere anche nulli, vanno considerate le partizioni di s, rispetti- 


vamente in 1,2,...,a addendi, sostituendo, dove occorra, con addendi nulli 
quelli che mancano sino a raggiungere il numero di a; nella %”* colonna di 
ciascuna matrice può trovarsi perciò una qualsiasi partizione di quelle nume- 
rate nella somma 


» 


Bos sE Ro, vi pb e Ro se Rot? 


che è uguale, per proprietà note, a Ro, 5 MOI 
h 7 


Facendo variare & da 1 ad m, si ha che nelle colonne 1%, 2%,...., m”"° 
sì possono rispettivamente collocare 


08, 4+-a,* ? 080+a, ? 7 Og,mba,” 


partizioni distinte ed in tutto perciò si potranno costruire 


matriei distinte. 
Il numero precedente lo indicheremo con R(8,, 58,3%. .38n5 0) (0). 


4. Se.con 9, , B6;.. indichiamo i numeri degl 


ME è) 
; R(8, , 80, ..<,8m;0) 





(4) Cfr. Principii di analisi combinatoria con applicazioni ai problemi di decomposizione e di 
partizione dei numeri (Giornale di Battaglini, anni 1907 e 1909). Sul problema di riparti- 
sione (Periodico di Matematica, 1913). | 

(°) Vedi, ad es., i Principii di analisi ecc. 1. c., è 2°, n. 5, 1907. 

(9) Si conoscono varie formole semplici per calcolare il. valore di Ro, sn, ma non neo 
è nota alcuna che lo esprima in funzione dei numeri naturali, 


SR). a 





» 
» 
a 
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schemi che compongono i sistemi completi parziali relativi a ciascuna delle 
R(s, 83 -+%, 8m3 &) matrici distinte che possono costruirsi nel nostro pro- 


ZL, 3 Lg 30003 An 


blema e denotiamo inoltre con t | i numero degli schemi ap- 


ERRONEA 


Og dp o +9 Un 


partenenti a È si avrà: 


FR 


R(8,389,:+138m3%) 


6 sfomcns) STA 
SIA L) 
CARE AR GTI ; 


1 


dove i valori di 6, si calcolano con la (5). 

Osservazioni. — L’ applicazione della (6) richiede Ia costruzione effettiva 
delle partizioni di classe 1,2,..., di’ciascuno dei numeri 8, , 8} + - +3 8x3 
da cui si possano ricavare i valori degli esponenti per gli addendi che rispetti- 
vamente le compongono. i 

Preferendo per tale ricerca (che si potrebbe eseguire sulle partizioni di 
elasse a dei numeri s, -|-- 4, 8,-|-%,.++,8m-|- @) costruire le partizioni con me- 
todi già escogitati, si potrebbe applicare quello dello Hindebur ge chia- 
ramente esposto dall’ A maldi in una Nota già ricordata (?). 


II. — IL NUMERO DEI TERMINI DISSIMILI APPARTENENTI 
METEORA HIS 
813890» 0) 8m 
1. Decomposti i numeri s, , 5, + . + } $, nella somma di « addendi, supponia- 
mo che uno degli schemi costruito secondo l'algoritmo esposto nell’introduzione, 


sia il seguente: 


(7) SCR DIRI SE IA LEE 


an 


dove l’affisso 1 s'intende ripetuto «, volte, l’affissso 2 «, volte e così via sino 
aìl’affisso n che s'intende ripetuto a, volte. 
Ebbene, allo schema precedente corrisponde il monomio 





1 gti ti, 1 Ti oggni sii I 
Barra nt astertan . 
alii LAI, 04 d . "** (01; (a) ; (a) NOR, 
I: ente Wi IC sim 13 | VERSION Ù lost, ce A 
AL (/ dl dr, 4 de, SEO. QU im 1, (3 US LA dx, 2 dx, im ® 


peer” 


(*) Cfr. Amaldi, Forme isobariche ece. 1. c. $ 1°, 


n tb ora av ua Lo 





Pep. Si “ o. bg si PD u'. e Dari. Ve en è p* CM e” È 
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e la forma Hi , ; i i so n è la somma di tutti i monomi corrispondenti al siste- 
ma completo di schemi rappresentato da POSA ie DR: 
Solara 81m 

Se nello schema (7) si permutassero 2 linee di medesimo affisso, ma diffe- 
renti fra loro, si otterrebbe un nuovo schema detto simile al primo; a questo 
nuovo schema corrisponderebbe un monomio diverso dal monomio (8) solo nel- 
l’ordine dei fattori, ossia simile ad esso. 

Ora, esclusa nello schema (7), la colonna degli affissi, supponiamo che 
rimanga una matrice di o linee tutte differenti fra di loro e domandiamoci | 
quanti schemi simili al dato possono costruirsi nell’ ipotesi fatta. Permutando 
in questa matrice in tutti i modi possibili le linee che corrispondono a posti 
di eguale affisso, si otterrebbero 


(9) COR PR EA E 


schemi simili fra di loro; si otterrebbero invece schemi dissimili se in essa si 
permutassero due linee qualsiasi corrispondenti a due diversi affissi. L’espres- 
sione £9) indica adunque il numero di tutti gli schemi tra di loro simili che 
costituiscono il gruppo di cui fa parte lo. schema (7). 


Intanto, sui primi a, affissi può trovarsi una qualsiasi delle | ) combi. 
1 


nazioni a, ad a, delle a linee che si considerano, e collocate x, determinate 
linee sugli affissi 1, si potrà collocare sugli affissi 2 una combinazione qual- 
siasi a, ad o, delle rimanenti 


Ret 


; RT ta a —- 0 
linee ; combinazioni che sono in numero | ;) 
2 ; 
Si continui analogamente sino agli affissi n, sui quali si potrà collocare 
l’unica combinazione delle rimanenti 


Di eni ren Olin e ia 


linee non ancora disposte sugli affissi precedenti. 
In tutto sugli n affissi le a linee si possono collocare in 


o i se 
a, 0, ui 


modi distinti: distinti nel senso che due di essi qualsiasi hanno almeno una 
linea contrassegnata con affisso diverso. Sono perciò dissimili gli schemi cor- 
rispondenti a due qualsiasi di questi modi. 
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Riassumendo si può perciò enunciare : 
Data la matrice generica (2) e costruite con gli elementi di essa a determi- 
nate linee diverse fra di loro, queste danno luogo, permutandole in tutti i modi 


possibili, a 
a\{(aT—-a, dd, — °° Un 
a, %, mn 


gruppi distinti di schemi dissimili; ciascuno di questi gruppi è composto di 
a,! a! .....0,! schemi fra di loro simili (*). i 


2. Ora, se con gli elementi della data matrice (2) non potessero comporsi 
che linee differenti fra loro, indicando con N il numero dei modi distinti di 
queste composizioni di x linee differenti, il numero totale degli schemi dissi- 
mili corrispondenti alla matrice data sarebbe espresso dal prodotto : 


» 


n.(*\{(a-% OA, — dg — ie — Ag, 
%, 0, - Xn | 


. 


che per brevità indicheremo con D. 

Tutti gli schemi (simili e dissimili) relativi alla (2) sarebbero perciò in 
numero di D-a,! a,! ..... a,! ed essendo questo numero eguale a quello 
degli schemi che compongono il sistema completo relativo alla stessa (2), si 
avrebbe ($ 1, n. 1) D-a,! a,! .....a,!=9, da cui per la totalità degli 
schemi dissimili relativi alla matrice considerata si ricaverebbe : 


9 
(10) Maat ia 


8. Supponiamo invece che con gli elementi della matrice (2) possa co- 
struinsi un sistema di 7, ,l,,...,%(,t+%,41...4 <a) linee eguali rispet- 
tivamente fra di loro. 

Posto in generale : 


tt e lA SII e A (=1,2,...;8), 


supponiamo che le linee eguali considerate siano state disposte sugli affissi 
nel seguente modo : i 1 





a 


(5) Sussiste evidentemente la relazione : 


ao\fa— am. TU 
TATZOROI: 3 Mia or 1 NA gl 
vitale, 4, (99L C5) ) ( € 


CÀ 








Sugli affissi 1 ve ne siano : 


/ , VIT, 
l 1 I; 2 , ART Le Le £) l h b) 
analogamente, sugli affissi 2:: 


(11) Vibo, savio e Mk. md), 


e finalmente sugli affissi n: 


1, 


DVR: CRIARI RE a. 

Domandiamoci quanti sono gli schemi dissimili che contengono le linee eguali 
considerate (e solo esse), nonchè disposte nel modo detto sugli affissi e quanti sono 
inoltre gli schemi simili a ciascuno dei precedenti dissimili. i 

Le collocazioni (11), che intendiamo per ora disposte sui rispettivi affissi 
in un ordine determinato, lascino A, posti ancora liberi di affisso 1 As oi 
affisso 2 e così via sino ad A, per l’affisso n. 

Ponendo, per semplicità, 


I4h+. het 


i posti rimasti liberi saranno in numero di a — e si avrà: 


o-1ZÀ (a SI Se SS n° 


Escludendo le precedenti ! linee dalla (2), rimane una matrice ad o — 1 linee È 
e s’indichi con 0’ il sistema completo parziale che può costruirsi con gli elementi 
di questa nuova matrice. Esso conterrà in generale schemi le cui matrici re- 
lative avranno linee eguali tra loro, oppure della stessa composizione di quelle 
numerate in Z,, 2,,...,4. Il numero di questi schemi lo si toghiera da 8 e 
s’indichi con o” il numero rimasto. 

In questa seconda matrice ad a — ! linee, non si considerano, così fed 
che sole formazioui di linee disuguali ed applicando allora la formola (10), s 
calcolerà il numero d degli schemi’ dissimili cui essa dà luogo. 

Si avrebbe, propriamente : ; : 


al 


6)” 
e Pe 
LA. A IGAMCRILI 


Ciascuno di essi apparterrebb0, per quanto si è detto nel n. precedente, 


»_Vottalie 


LAT 


RR I n, n 








ad un gruppo composto di 


ARVAL, 


schemi simili fra loro. 4 
" Si osservi, di più, che se le 2 linee eguali si collocano in un modo di- 
verso dal considerato, purchè esse rimangano rispettivamente sugli stessi af- 
fissi 1,2,...,n sui quali trovavansi, di modo che restino sempre liberi 
A, , Ax;---, A, affissi eguali rispettivamente ad 1,2,...,%, per quanto 
disposti in ordine diverso, si ottengono nuovi schemi simili ai precedenti. 
Ora, le È 


» 


, , , 
oi badge 


linee collocate sull’ affisso 1, possono, sempre sullo stesso affisso, collocarsi in 


IA a,— |’, algo, tia tti;\__ o, | 
PELA l', ARE i SIRIA, 


modi differenti. Così, sugli affissi 2,...,n possono collocarsi le linee che 





trovansi rispettivamente su di essi in 


12) " RENEE I) | 
e JA (3 l ) G l 1 l 2 l Di do 
ra I2) IZ) 38 è I4A IZ) A IZ) 
by pr. ig TATIMRARTA: 
o = (n 1, di — IMM 4, | 
n LA Le) COCO AA: Lo I W 0) AA. I 


modi differenti. 
Si avranno così in tutto : 


198) VADER CORI OA Astana) 


schemi simili in ognuno dei d gruppi di schemi dissimili. 
Riassumendo, si può enunciare : ; 
Dato un sistema di 1, ,l,,...,0 linee eguali rispettivamente fra loro, tutti 
gli schemi dissimili che hanno le date linee eguali collocate sugli affissi nell or- 
dine indicato dal quadro (11), che lascia A, , A, ,.- +, A, posti liberi di af- 
fissi eguali rispettivamente ad 1,2,...,mn, sono in numero di d, essendo d 
espresso dalla (12). Ciascuno dei detti schemi appartiene ad un gruppo che con- 


tiene un numero di sehemi simili espresso dalla (13). 


YOL. LVIII, 11 


V 6, | 


i? “e i RI, I RM I "Tip 4 ita pe e i 
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Îl prodotto dei numeri (12) e (13) dà la totalità degli schemi (simili e dis- 
simili), che contengono le linee eguali considerate, intese disposte nell’ ordine 
detto; indicandola con t, si avrebbe : 


pe "I 
SOVICO 


Si osservi infine che nel caso di { = a, collocando le linee in un ordine 
determinato sugli affissi e permutandole poi tra di. loro con la condizione di- 
chiarata innanzi che i singoli gruppi di linee eguali rimangano sugli stessi 
affissi su eni trovavansi nella 1* collocazione eseguita, si ha un unico schema 
che non ne ammette altri simili a sè. 


4. Riteniamo utile chiarire con un esempio i risultati ottenuti negli ul... 
timi numeri. 
Si abbiano la matrice e lo schema: 


gio Reni 
OBSI ARI 
DELI 1 22 
d9) ISS 1 2|2 
TRO 0 0g 
Mo nie 
23 2° 33 
ARI 3.0 318 


essendosi quest’ ultimo ricavato dalla prima, in cui sono state eostruite due 
linee eguali a 0,1,2 altre eguali a 1,2 ed avendo poi disposte tutte le linee 
su un determinato sistema di affissi. x 
Stabiliamo il numero degli schemi dissimili che hanno le date linee eguali 
(e solo esse) disposte in modo che le prime 2 siano sugli affissi 1 e le altre 
2 sugli affissi 2. 
Escludendo nello schema (14) le linee eguali, rimane lo schema : 


0 02 
ii 1|3 
15 
pc 2 3° 3 % 
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in cui, con gli elementi della matrice corrispondente, possono... costruirsi ma- 
trici con una linea di zeri e matrici aventi la linea 0,1; dal numero 6’ degli 
schemi che compongono il sistema completo parziale relativo, si toglierà perciò 
il numero di quelli che contengono in una linea gli elementi 0, 1. 

La (5) dà: 


ba 
*- 





9° 41 


| 


c—- 


) 
di 


4 3! e 
-- ‘SiI_—=228— 72 =216, 
di : 


e sì ha poi evidentemente : 





ARI 
o=216— (1315 DIA, 


+ 


. 
‘ 


Per il numero degli schemi dissimili domandato, applicando la (12), si ha 


144 
pe dro la 
to 


Si osservi ora, tenendo conto del sistema di affissi dello schema (15), che cia- 
scuno dei 24 schemi dissimili appartiene ad un gruppo composto di 


ALA 


1 3 


EIA ea 


schemi simili e potendosi lo stesso (15) ricavare dallo schema (14) in 


A FRASE 
v3=0()= 


modi differenti (varierebbe nel nostro caso il posto di affisso 2 che sarebbe 
volta a volta fl 3°, il 4°, il 5° dello schema di aftissi di (14)), può dirsi in 
definitiva che ciascuno dei 24 schemi dissimili appartiene ad un gruppo com- 
posto di 


o 0 == 18 
schemi simili, 
Si ha infine: 


t= 18.24 = 482, 


è 


per la totalità degli schemi (simili e dissimili) che hanno le date linee eguali, 
&isposte altresì nel modo detto sugli affissi 1 e 2. 


pr 
| 
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5. Siamo ora in grado di disporre il calcolo completo che conduce a sta- 
.3° . . s__o . . “pe x (5 ° 04 X 
bilire il numero dei termini dissimili della forma IS 2 Ha 
INA DEE 
Data la matrice generica (2), in generale con ugli elementi di essa si po- 


tranno costruire matrici (non nulle) con linee tutte disuguali fra loro ed anche 


a 


matrici con determinati sistemi di linee eguali. 
Per ogni sistema di linee eguali e per ciascuna disposizione di esso sugli 
affissi (ni 3 e 4), si calcoleranno i numeri d e t degli schemi dissimili e della 


abitati 


totalità relativa degli schemi simili e dissimili. 

Indicheremo éon Yd e Yt rispettivamente le somme dei numeri d e # re- 
lativi a tutti i sistemi di linee eguali ed a tutte le collocazioni distinte di 
essi sugli affissi, Detto allora 6 il numero degli schemi del sistema completo . | 
parziale relativo alla matrice (2), sarà 0 — Xt il numero degli schemi (simili 


7. e Peer um vo v 


È e dissimili) che hanno linee tutte disuguali fra loro. 
Il numero D degli schemi dissimili che hanno linee disuguali sarà allora 
dato (n. 2) da: 


0 — Xi 
di: p> 


LG IA RR TEO 
e la somma 


D+ Ld 


indicherà la totalità degli schemi dissimili relativi alla (2). 
Se indichiamo infine con A quella degli schemi dissimili appartenenti 


RT ES I È i RNA a 
SI Pini v7 ? "| (sistema completo di schemi), si avrà: 
8}, Ba COSTA, 


R(8:89)-. +38,13%) 


AE D D+ Ed), 
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° 


dove la È s'intende estesa a tutte le R(8, 8,3...) 8n30%) matrici distinte, 
analoghe alla (2), che possono costruirsi nel nostro problema (v. introd. ed il 
Di 93,51% 


6. Il metodo esposto per il calcolo di A ha .bisogno di essere integrato 
da ricerche complementari, dirette a colmarne alcune lacune. 
Supposto sempre che sia data la matrice generica (2), occorre propria- 
mente: 
1.° Determinare il numero dei sistemi distinti di linee eguali costrui- 
bili con gli elementi di essa e dare un metodo per la loro costruzione effettiva, 








X 35 


2.° Dato uno schema di linee eguali, stabilire in quanti modi distinti 
- sì può disporre sugli affissi che si annettono alla matrice considerata; 
3.° Collocato che sia un sistema di linee eguali, calcolare, nella ma- 
trice rimasta ad a — l linee, il numero di quelle matrici costruibili con gli 
elementi di essa, che hanno linee eguali qualsiasi o della stessa composizione. 
di quelle già collocate; detto numero, come si è visto (n. 3), occorre sepa- 
rarlo da 60’. 

La più importante per diflicoltà delle tre questioni precedenti, è la terza, che 
noi abbiamo studiato, ottenendo risultati che, se la risolvono, richiedono d’altra 
‘parte sviluppi laboriosi e complicati,#+che non siamo riusciti a semplificare no- 
tevolmente e che qui riportati avrebbero sproporzionatamente @8lungata la pre- 
sente Nota. 

Eventualmente queste ricerche complementari, interessanti forse anche per 
Sè stesse come proprietà sulle matrici, potrebbero trovare posto più opportuno 
in una Nota a parte. 


7. Per quanto non sia nostra intenzione di occuparci del problema diffe- 
renziale che ha condotto alle questioni enumerative di cui discorriamo , pure 


è il caso di porre in rilievo le più elementari conseguenze di quanto siamo . 
venuti esponendo, 
PERE An +58 { 1 0 RION PIA: A) 
x Si supponga di considerare la forma differenziale H ; in 


8,3893003 Sn 
cui sia 


TM RIA es en LA 


relativa, cioè, ad una funzione Z di, n = « variabili intermedie y,, che siano 
funzioni di m variabili indipendenti «; .(*). 

Per essere in questo caso tutti differenti fra di loro gli affissi degli schemi 
corrispondenti ai termini della forma H, sarebbero anclie tutti dissimili fra 
di loro gli schemi del sistema completo, ossia gli schemi appartenenti a 


et 
AMERICA 


La forma H avrebbe in questo caso il massimo numero di termini dissi- 
mili, eguale al numero stesso degli schemi del sistema completo ed espresso 
perciò, per la (6), da 


R(8,,82)».1,8m}%) 


; | to 6; 


41 


(*) Per chiarimenti sulle forme H, si vegga la Nota già ricordata: Sulle derivate succes- 
sive ecc, ed in particolare cfr. $ 1°, n. 1, 


Di x 


) 86 \( 
Diminuirebbero evidentemente i termini dissimili col diminuite del numero de- 
gli apici parziali a, e, se si avesse finalmente la forma H° rela- 


4 81,89) 00 +3 8m 
tiva ad una funzione Z di un’ unica variabile intermedia y, sarebbero tutti 


uguali fra loro gli a affissi degli schemi corrispondenti ai singoli termini della 
forma.che si considera. Costruita una matrice (non nulla) di a determinate li- 
nee, permutando in essa due linee disuguali, si avrebbe una seconda matrice 
a cui corrisponderebbe uno schema simile a quello corrispondente alla prima; 
sì ricadrebbe in uno schema identico, se la permutazione avvenisse tra linee 
eguali. Le linee della matrice considerata dànno perciò luogo, permutandole 
in tutti i modi possibili, ad un unico schema dissimile del sistema completo, 
appartenente Ad un gruppo composto di 


schemi simili, supponendo che f,,f,,...,f, delle o linee siano rispettiva- 
mente eguali fra loro. Questo stesso numero indicherebbe quello degli schemi 
dissimili costruibili con le stesse 4 linee,.se gli affissi fossero tutti disuguali 
fra loro. 

Il numero degli schemi che costituiscono il sistema completo relativo ad 


1 RARI eo 

una. prefissata forma, Hot eee nai 
ST 

l’ apice totale « (!); il numero invece, come risulta dalle osservazioni prece- 
denti, degli schemi (termini) dissimili della forma stessa dipende dagli apici par- 


ziali a, e, quindi, dal numero delle variabili intermedie y;; tale numero di ter- 


mini dissimili è massimo per a, =1(h =1,2,...,n) è minimo nel caso di 


dipende dagli indici parziali s, e dal- 


un unico apice parziale, eguale cioè ad a stesso. 


\ 


S. Passiamo ora al caso in cui si abbia una sola variabile indipendente 


. . . . x x 0g & 
x e cominciamo propriamente dal considerare la forma Ho n vate 


x 


Questa volta il sistema completo è composto di tanti schemi, quante sono 
le partizioni variate di s in 2 addendi (interi e positivi). Se con 7,,Y33+++3 Ya 
s’ indicano gli esponenti degli elementi che compongono una‘ data partizione 
di s, essa darebbe luogo, permutandone gli elementi in tutti i modi possi. 
bili, ad 





(29) Cfr. Amald.i. Sulle derivate successive, ecc. 1. c. $ 3°, n. 15. A 
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schemi distinti ed il nnmero t di tutti gli schemi del sistema completo sarebbe 
espresso da 


intendendo la sommatoria estesa a tutti i sistemi di esponenti relativi alle 
partizioni di s in o addendi. 
Per quanto si è osservato nel n, precedente, se fosse 


adele a 13, 


gli schemi del sistema completo sarebbero tutti dissimili fra loro. 

Se si avesse la forma H,", non varierebbe il valore precedente di ©, ma 
corrispondendo ad ogni partizione di s, in cui si permutassero gli elementi, 
tutti schemi simili fra.loro, il numero degli schemi dissimili sarebbe dato in 
in questo caso da Ro, a; ossia dal numero delle partizioni di s in 2. addendi. 


id 


Bologna, Aprile 1919. 
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SULLA TRASFORMAZIONE DEGLI INSIEMI 
DI MISURA NULLA 


NOTA 


RE MEDI 


a 


ELENA FURLANETTO (a Parma) 


Il Borel, nel Cap. IV del suo libro « Legons sur les fonctions. mono- . 
gènes uniformes » studiando alcune trasformazioni di ‘insiemi, è condotto a 
trovare una condizione sufficiente a cui deve soddisfare una funzione y=f (2), 
data nell’intervallo (0,1)/dell’asse x, per poter far corrispondere ad ogni in- 
sieme A di misura nulla di detto intervallo, un insieme B dell’asse y, di mi- 
sura pure nulla. 

« Il est bien certain — scrive il Borela pag. 95 — que sì Von fait cor- 
réspondre y à x par une relation y=f(x), la fonction croissante f ayant une dé- 
rivée pour toute valeur de x dans Vintervalle (01), (0 <x < 1), lVensemble B aura 
une mésure nulle ». i 

In verità, di questo teorema, Autore dà una dimostrazione che non corri- 
sponde all’enunciato del teorema stesso, in quantochè in essa si suppone che 
la 7'(x) non solo esista in tutti i punti di (0,1), ma sia inoltre in essi li- 
mitata. 

Del resto, come apparirà nel presente lavoro, la proprietà in questione vale 
ugualmente anche se la /’() non soddisfa ad alcuna limitazione. 

Dopo aver dimostrato la proposizione dianzi riportata, il Borel. così 
scrive : 

« Un problème intéressant serait de determiner les transformations qui à un 
ensemble de mésure nulle font correspondre un ensemble de mésure mulle ». 

Jo mi sono appunto proposta la risoluzione di tale problema, e sono riu- 
scita ad ottenere alcuni risultati che esporrò brevemente. 

Nel presente lavoro mostro anzitutto che: 

Uondizione necessaria e sufficiente affinchè ad ogni insieme di misura mulla 
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di (0,1), la funzione continua e monotona y=f(x) ne faccia corrispondere uno 
di misura pure nulla, è che essa sia assolutamente continua nel’intervallo consi- 
derato (0,1). 

Passando poi al caso di una funzione continua qualsiasi non monotona 
trovo che Vassoluta continuità per la funzione è ancora condizione sufi ciente, per 
quanto non necessaria, perchè valga la proprietà in questione. 

E, dopo aver definito la funzione assolutamente continua in un punto e i 
punti singolari di una funzione rispetto all’assoluta continuità, dimostro che è 
sufficiente anche la condizione, meno restrittiva della precedente, espressa dal 
fatto che V’insieme dei punti singolari della funzione (che si suppone sempre 
continua in (0,1)) sia numerabile, o—più generalmente—che il corrispondente di 
tale insieme sia di misura nulla. 

Neppure la condizione dianzi enunciata è necessaria, come farò vedere 
nell’ ultimo paragrafo, costruendo sull intervallo (0,1) una fanzioue continua 
avente un insieme di punti singolari di misura prossima ad 1 quanto si vuole, 
la quale fa ugualmente corrispondere ad ogni insieme di misura nulla un in- 
sieme di misura nulla. 


FUNZIONI MONOTONE. 


1. Sia E(x) un insieme lineare di misura nulla dell’ intervallo (0,1) del- 


asse delle x. 
Facciamo corrispondere y ad x mediante la relazione : 


ed 


(1) y=f(@) 


essendo f(x) una funzione continua e monotona in (0,1); otterremo come cor- 
rispondente di E(x) un insieme lineare E(y), contenuto nell’intervallo (f(0) ,/(1)) 
dell’asse delle y. — Ciò posto, dimostriamo il seguente: 

TEOREMA. — Condizione necessaria e sufficiente affinchè ad ogni insieme li- 
neare E(x) di misura nulla di (0,1), la funzione continua e monotona y = f(x) 
faccia corrispondere un insieme lineare E(y) di misura nulla, è che la funzione 
sia assolutamente continua nell’intervallo considerato (!). 


(4) Ricordiamo la definizione di funzione assolutamente continua: 

Una funzione dicesi assolutamente continua nell’intervallo (a , bd) se, preso arbitrariamente 
un numero positivo c, è possibile di determinarne un altro è > 0, tale che essendo (2,8,) , 
(2082) } + - +} (GB), .. . un qualsiasi gruppo d’ intervalli non sovrapponentisi di (a,b), in 
numero qualunque © soddisfacenti alla disuguaglianza: X|f, — «|< 3, si abbia sempre: 


Z| f(Br —f(@)|< 0. 


x 


“« Rammentiamo pure che, se la f(x) è funzione assolutamente continua in (a, è) ammette 
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a) La condizione è sufficiente.—Invero, essendo l'insieme” E(r) di misura 
nulla, posso rinchiuderlo in un sistema numerabile d’intervalli, non sovrappo: 
nentisi (2,8,) ,(4,8,), .=.,(0,f),-.. di misura complessiva Z(f,—a,)<s 
dove e è un numero positivo, arbitrariamente fissato. . 


A questo sistema corrisponde, per la (1), un secondo gruppo «d’intervalli 


” 


dell’asse delle y : 


(a,=A0), =); (AA, = AR) (N AA 


che come i primi, non sì sovrappongono e ricoprono interamente l’insieme E(y) 
corrispondente ad E(x), poichè dall’essere./(x) una funzione monotona in (0, 1), 
segue che ad ogni punto di un generico (2, , f,) viene a corrisponderne, per 
essa, uno appartenente al rispettivo Cpu ; ; 
D'altra parte, in virtù dell’assoluta continuità di /(x)in (0,1) prendendo 
e convenientemente piccolo, la misura complessiva del sistema d’ intervalli 


Xi Uli =D (B.) — Aa) 


può rendersi sempre minore di un numero o arbitrariamente fissato: da ciò, e 


racchiudente E(y): 








dalla definizione di insieme di misura nulla, segue che 
ni 10) ) = 0 quando »( Pl) = 


b) La condizione è necessaria. — Dimostrerò, infatti, che se la funzione 
.monotona e continua y=/f(#) è non assolutamente continua in (0,1), esiste, 
in tale intervallo, un insieme di misura nulla a cui corrisponde un insieme 
di misura non nulla. ") È 

Invero, essendo y = f(x) monotona in. (0,1), è ancheaivi a variazione li- 
mitata e, come tale, ammette derivata finita in tutti i punti dell’ intervallo, 
ad eccezione di quelli di un insieme E(x) di misura nulla (*). Questo è 1° in- 
sieme a cui ne dimostrerò corrispondere uno E(y) di misura non nulla. 


in tutti i punti :di quest’intervallo, eccettnati al più quelli di un insieme di misnra nulla, 
derivata finita //(£) e soddisfa alla uguaglianza: 


n 


x 
| S@) ar =f@) — f(0) 
in tutto l’intervallo. — Viceversa, ogni funzione integrale è assolutamente sontinna, È 
(*) Qualora l’insieme E(2) non esistesse la funzione monotona sarebbe anche assolutamente 
continua. —Vedi De La Vallée Ponssin, Cours d’ Analyse infinitésimale. Tomo I, 3 mo Ed., 
pag. 276, Lonvain, 1914, 





cip e ae Ri ii i e e ce ee dei aa 
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Supponiamo infatti il contrario, se è possibile. 

Si avrà allora che, peè ogni >0 e comunque piccolo, potrà sempre 
determinarsi un sistema d’ intervalli (2, , f',) (in numero finito o no) non so- 
vrapponentisi, ricoprenti interamente | insieme E(y) ed aventi una misura 
complessiva minore di 6; e ad essi corrisponderanno per la y=/(@), sull’asse 
delle (x), degli intervalli (2, , f,), pure non sovrapponentisi e racchiudenti in- 
teramente insieme E(x). 

«Rinehiuso poi E(x) in un altro sistema di intervalli (a,, 8.) non sovrap- 
ponentisi, di misura complessiva minore di 5 e tali che ciascuno di essi ap- 
partenga completamente ad un (a, , £,), a questo nuovo sistema ne corrisponderà 
un altro sull’asse delle y, (0/, , B/,) formato da intervalli non sovrapponentisi, 
racchindenti interamente E(y) e tali che ciascuno di. essi apparterrà completa- 
mente ad un (2°); la loro lunghezza complessiva risulterà pertanto minore 
di a. 


Si avrà, così, che al tendere di 6 a zero, tenderanno contemporaneamente 


-_& Zero” 


Di 








Lf. «|a 


Ma ciò è impossibile, poichè Ù 





& 


rappresenta pure la somma 


18.) SH) 


delle variazioni totali della funzione in tutti gli intervalli (&, , È) e per un 








teorema dimostrato dal Prof, L. Tonelli (9), tende, quando DE Sc d=0g 


alla variazione totale della funzione nell’ insieme E(x), variazione che è diffe- 
rente da zero (se la y=/(x) è a variazione limitata, ma non assolutamente 
continua) ed.è precisamente : 





- i ('ASO GENERALE. 


2. Liberiamoci dalla condizione che la /(x) sia monotona e consideriamo, 
più generalmente, il caso di una funzione continua qualsiasi; dimostreremo che 


(3) L. Tonelli, Sopra alcuni polinomi approssimativi. Ann, di Mat., (3), T, XXV, 1916; 
pag, 299. 


Se la funzione continua y = f(x) è assolutamente continua in (0,1), essa fa 
ancora corrispondere ad un. insieme lineare E(a) di misura nulla, un insieme li- 





neare E(y) di misura pure nulla. 
: Rinchiudiamo E(x) in un sistema numerabile d’intervalli (2, , 8,) di misura 


la f(x) è continua in (0,1), essa assume nei punti è, e Y, di ogni intervallo 


4 
totale Z|, — a,]<e, dove e è un numero positivo, piccolo a piacere. Poichè i 
(a, , 8,), rispettivamente un valore massimo ed un valore minimo : | 


Mec=/(6,) : Mi SD 
Osserviamo che, essendo gli intervalli (‘,, è,) interni, o al più coincidenti, 


coi rispettivi (4, ,f,), al pari di questi non si sovrappongono, ed hanno una 
misura totale’ 





xh de <p Ro 


Ciò posto, il sistema numerabile d’ intervalli $(m,, M,)g ricoprirà intera- 
mente l'insieme E(y) corrispondente ad E(x), poichè ad ogni punto di (a, ,B,) 
viene a corrisponderne uno di (m,, M,) essendo i valori di una funzione in un 
generico intervallo tutti compresi fra il minimo ed il massimo ivi assunti 
da essa. 

D'altronde, in virtù dell’assoluta continuità della funzione in (0,1) dato 
un numero s > 0, arbitrariamente piccolo, è possibile determinare un è >0, 
tale che sia: * 


) DI 


dove la somma è estesa a un gruppo qualsiasi d’ intervalli (Y,,0,) di (0,1), 
non sovrapponentisi, di ampiezza totale minore di è. Prendendo allora e con- 
venientemente piccolo, p. es. minore di è, la disuguaglianza (2) vale per il 
nostro sistema (Y,, è,) di intervalli non sovrapponentisi, dedotti dal sistema 


f@) =) <0,. 








analogo (4, , f,) (racchiudente E(@)) e ci dice che quando la misura complessiva 
di quest’ultimo è arbitrariamente piccola, lo è pure quella 


Yo, m) =D v0) St) 


del sistema d’ intervalli, non sovrapponentisi, raechiudente E(y). Con ciò la 
proposizione è dimostrata. n 


3. Contrariamente a quanto abbiamo dimostrato» verificarsi per le funzioni 





monotone, |} assoluta continuità, nel caso di una funzione continua qualsiasi, 
non è più condizione necessaria affinchè ad ogni insieme lineare di misura 
nulla, ne corrisponda uno analogo di misura pure nulla. 


A conferma di ciò, considererò l’esempio di una funzione continua, che pur 
non essendo assolutamente continua in (0,1), anzi neppure a variazione limitata 
in detto intervallo, fa ugualmente corrispondere ad ogni insieme E(x) di misura 


nulla, un insieme E(y) pure di misura mulla, 
Tale è la funzione definita da : 


1 i 
(1) y=@ sen Ra pers dist I 
e da 
y=0 perc = Oi 


funzione che è continua in tutto l’intervallo (0 , 1). 
Studiamone anzitutto la curva rappresentativa. 


Derivando successivamente l’espressione (1) di y, si ha: » 
LEI 1 
y = sen — — — cos — 
® x % 
Li 
ese 
bi 6 


1 DVI | Va 
y — ni PERLINE >» 


*® 


La funzione si annulla per (Ara con k intero e positivo, e la sua 
T dI. 
pt: } I A . 
aerivata prima per x — cotg——. cui corrisponde per la (1), 
XL 
i. 
cotg — 
e 1 4 x 
is dice 
Rator 1 p a Sl 2° 
+|/1+e01g1 st A 
sa ® 
del pari y” = 0 per ax= : l: intero e positivo; : »st’ ultimo gruppo 
el pari y =0 per fi con & intero e positivo; a quest’ ult grup] 


di valori di x non appartengono quelli che annullano y', donde segue che nei 


- 


punti: 


Il x 
PERC l 


eda A VIa: 





ie, e i RI n a ica 
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si hanno rispettivamente i massimi e i minimi della funzione, mentre i flessi 
della curva cadono nei punti d’ incontro di essa con 1° asse delle ascisse, es- 
sendo in tali punti y”=0,y” +0. 


sr ; 3 Ts 1 RO : 
In ogni altro punto, avendosi yy” = ari > sen —, quantità essenzial- 


mente negativa, la curva è concava verso l’asse della x. Osserviamo, inol- 
9 


tre, che per ‘Cona con k intero e positivo, è sen — (—1)*; quindi 
y=(— 1), donde appare che la curva ha infiniti punti sopra le due biset- 
trici del 1° e del 4° quadrante del sistema di assi cartesiani fissato ; ha, anzi, 
come tangenti in tali punti le suddette bisettrici poichè per 


9 


e=ti i: è y=(-1° 


— n(2k +1) ; 
Ciò premesso, notiamo che, siccome per x + 0, y'° è sempre una funzione 


finita e continua, la y—=x sen — è assolutamente continua in ogni intervallo 
H4 


dell'asse delle x che non contenga l'origine, poichè rappresenta in quello una 


funzione integrale (VPintegrale della sua derivata). Per contro, nell’ intervallo 
(0, 1), e in qualsiasi altro in cui cada il punto (0,0), la funzione non è 


neppure a variazione limitata. 
9 


tei 
(2% 4-1) 
miamo la somma delle successive differenze assolute dei corrispondenti 
D . 


Consideriamo, infatti, i valori di x del gruppo: a = e for- 





SY pene i (2 pa Bal . Otteniamo la serie : 
J k=c9 k=o0 i 
I 
T mir(2kx 1-1) x © 2k 41 î 
i=1 ; (egli 


che è divergente, ciò che risulta dalla divergenza della serie armonica XY. 
n 


E questo ci assicura che la y=a seni è a variazione totale illimitata 
in (0,1) 

Sia, ora, in detto intervallo, un insieme -E(x) di misura nulla. Dico che 
ad esso la nostra funzione fa corrispondere un insieme E(y) di misura pure 
nulla. 

Consideriamo infatti di E(x) i due insiemi componenti E'(a) ed E”(x) ri- 
spettivamente contenuti negli intervalli (© , 1) e (0, ©), con è numero positivo 
arbitrariamente piccolo. | 
| Così E‘) come E'(x) hanno misura nulla, essendo tale quella del. loro 
insieme somma E(a). 
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D'altra parte nell’intervallo (è , 1), cui non appartiene il punto (0,0) la 
funzione è assolutamente continua e quindi, per quanto abbiamo precedente- 
mente dimostrato, essa fa corrispondere ad Ex) un insieme. E'(y) di misura 
nulla. In quanto poi all’insieme E''(y) (corrispondente ad E’(x)) si ha che la 
sua misura esterna è minore di 2Ò, poichè, come facilmente si vede osservando 
la grafica della funzione, E''(y) è contenuto in un intervallo dell’asse delle y, 
(dimezzato dall’origine) la cui ampiezza è 29. 

È dunque, essendo i punti di E(y) appartenenti a E/(y) o a P'(y) (o ad 
entrambi) : 


m(E0))< (E) <2 © 
Siccome è può essere scelto piccolo quanto vuolsi risulta 
m( Ely) ) 2=DRIAI 
come appunto si voleva. Mic 


‘4. Dimostreremo che la proposizione del n. 2 vale sotto una condizione 
meno restrittiva dell’assoluta continuità per la f(x). 

Premettiamo all'uopo le seguenti definizioni. 

Diremo che una funzione, data nell’ intervallo (a , 0) è assolutamente con- 
tinua in un punto P di (a,b), se è tale in un intorno comunque piccolo di P. 

Per contro si dirà che un punto di (a, bd) è per la funzione singolare ri- 
spetto all’assoluta continuità, se in ogni intorno comunque piccolo di esso la 
funzione è non assolutamente continna. 

« L'insieme S dei punti, singolari della funzione (rispetto. all’assoluta conti- 
nuità) è un insieme chiuso, cioè contiene tutti î propri punti limiti ». 

Infatti se Q è un punto limite di S, in ogni suo intorno comunque pic- 
colo la funzione è non assolutamente continua, poichè in tale intorno cadono 
punti di S, e dalla definizione di assoluta continuità, scende immediatamente 
che l’assoluta continuità in un intervallo porta anche quella in ogni intervallo 
parziale; Q è allora, per definizione, un punto singolare di f(x) e appartiene, 
perciò, all’insieme S. 

Ricordiamo che un insieme chiuso è numerabile oppure si compone di un 
insieme numerabile e di un insieme perfetto. Tale sarà dunque la struttura 


dell’aggregato dei punti singolari della funzione. 


5. Ciò premesso, dimostriamo il seguente : 
TEOREMA. — Se in (0; 1) Vinsieme dei punti singolari (rispetto all’assoluta 


(4) Con la notazione m(£"0)) voglio indicare la misura esterna dell’insieme E”(y). 





pa 
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continuità) della funzione, che supponiamo ovunque continua , è numerabile, e884 

fa corrispondere ad ogni insieme lineare E(x) di misura nulla di (0, 1) un insieme 

lineare E(y) di misura pure nulla. 
Rileviamo che alla proprietà espressa da questo teorema, abbiamo già di- 


mostrato soddisfare la y = sen- che è una funzione in cui l'insieme dei punti 


singolari è numerabile, riducendosi all’unico punto (0 , 0). 
Sia dunque N l’insieme chiuso, numerabile dei punti singolari di f(#) in 
(0,1). In ogni altro punto dell’intervallo la funzione è assolutamente con- 


* .tinua. AlV insieme suddetto la /(x) fa corrispondere. un insieme numerabile 


N, dell’intervallo (m , M) (dove m e M designano rispettivamente il minimo e 
il massimo della funzione in (0, 1)), insieme che sarà pur esso chiuso poichè 
la funzione è supposta ovunque continua. 

Sia ora (a,b) un intervallo (dell’asse delle #) in cui (0, 1) sia contenuto 
in senso stretto (nessuno degli estremi di (0 , 1) e quindi nessun punto di (0, 1) 
coincida con « 0 con DÌ) e si considerino i due numeri m' e M°, il primo minore 
di m e il secondo maggiore di M; per modo ehe l'intervallo (m , M) dell’asse y 
è tutto interno ad (m', M°). 

Supposta disegnata la grafica della funzione, con un' segmento” rettilineo 
sì congiungano i punti (a, m') e (0,,(0)); e con un segmento analogo i punti 
(1 7(1)) 04065, DM 

La funzione (2), rappresentata nell’intervallo (a , è) dalla curva così otte- 
nuta, coincide con la data in (0, 1); è lineare, e quindi assolutamente continua 
negli intervalli restanti (a , 0) e (1,2) di (a, 3); ne segue che i suoi punti 
singolari sono tutti e soltanto quelli di /(x) e perciò i corrispondenti di tali 
punti quelli dell’insieme N,, i quali appartengono tutti all’intervallo (m , M) 
e sono quindi interni a (m', M°). 

L’insieme N, è di misura nulla, perchè numerabile ; rinchiudiamolo in un 
sistema d’ intervalli non sovrapponentisi }A,t (di (m’, M’)) aventi una misura 
complessiva X,A, e, dove e è un numero positivo, scelto ad arbitrio e 
tale sistema sia preso in modo che ogni punto di N, risulti interno in senso 
stretto a quello dei A, che lo contiene. Ciò posto, essendo N, chiuso, si potrà 
per un noto lemma di Borel (°), estrarre dall’ anzidetto sistema un numero 
finito d’ intervalli: A,,4,,4,,...,A7 racchiudenti interamente, nel modo’ 
detto, l’insieme N, e la cui misura totale sarà ancora minore di s. 

Osserviamo che la sostituzione della funzione (x) alla /(x) e, conseguen- 
temente dell’intervallo (m’, M’) ad (m, M), è stata resa necessaria per il fatto 
che può non esservi in (m., M) un sistema $A,j racchiudente nel modo detto 
l’insieme N,, come facilmente si vede se a N, appartengono punti aventi per 
ordinata m o M. 


, 


(9) Vedi: Integrales de Lebesgue, Fonctions d'ensembles, Classe de Baire par C. De 
La Vallée Poussin, pag. 14, 
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Fissiamo l’attenzione sopra un generico A,,. 

Dei punti dell’ insieme N, contenuti in esso, consideriamo quei due che 
hanno rispettivamente minima e massima ordinata e indichiamo con n, il nu- 
mero che misura la minore delle distanze di tali punti dall’estremo di A, ad 
essi più vicino; siano 7, } + - «3% le misure delle distanze analoghe rela- 
tive ai rispettivi A, , A, , ...,.A7. 

Indichiamo con n il minore di tali numeri; ogni punto di N, risulta, dopo 
ciò, interno a un A, e dista dagli estremi di esso per un segmento di ampiezza 
almeno uguale ad ©. 

Poichè la funzione 9(#) è continua nell’ intervallo chiuso (@, 0), per un 
noto teorema di Cantor, si può, in corrispondenza ad 1, determinare un è>0, 
tale che in ogni segmento comunque posto in (« , è), e di ampiezza non supe 
riore a 2ò, l'oscillazione della funzione sia minore di ". Per ogni punto P di N 
si costruisca allora un intervallo ) di ampiezza 2 e che abbia P come centro. 


Ad ogni corrisponde sull’asse delle y, un segmento ), avente per estremi il 


1 
minimo e il massimo della funzione in À, cosicchè ad ogni punto appartenente 
a ., ne corrisponde uno appartenente a .,; d’altronde avendo ),, per quanto 
abbiamo dianzi osservato, un ampiezza minore di n (poichè essa è data dalla 
oscillazione della funzione nell’ intervallo di ampiezza 23), esso risulterà tutto 
interno ad uno stesso A,,, dovendo contenere il punto di N, corrispondente a P. 

Ora, poichè N è chiuso, potremo, per il ricordato lemma di Bore], tra 
gli intervalli ), sceglierne un numero finito X4 , X®,..., © in modo da ri- 
coprire interamente l’insieme N. 

Siano \,%,X,9,...,,î% i loro corrispondenti sull’ asse delle y. A 
quest’ultimo sistema d’intervalli appartengono, per quanto abbiamo preceden- 
temente osservato, tutti i punti dell’insieme N,, ed ogni ), è interno (in senso 
stretto) ad un A,. 

Ciò posto, sia E(x) un insieme, comunque dato, di misura nulla in (0, 1) 
e quindi in (ad); indichiamo con E'(x) e con E'(x) le parti di E(w) costituite 
rispettivamente dai punti appartenenti agli intervalli X4 e da quelli esterni a 
tali intervalli. E”(x) si divida, a sua volta, negli insiemi E” (2) , £"(2), 
E”.,...,E";(e) ((<m-+-1), dove E”,.(x) è costituito da tutti i punti di E 
appartenenti ad uno degli intervalli che restano in (a) quando si tolgono 
Et 

È m(E”,.(0)) =0, poichè nulla è per ipotesi la misura di E(@) di cui E”,, 
è parte) e nell’intervallo a cui E”,.(0) appartiene, la funzione è assolutamente 
continua, quindi E‘,,(y), corrispondente di E‘”,,(x) sull’asse delle y, è di misura 
nulla (v. n. 3). 

Ne segue che, detto E’'(y) l'insieme corrispondente ad E’) 


Li m(1"%) E Sm(E°0) = 


Sia, d’altra parte, E‘y) il corrispondente di E'(@). 
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I punti di E'(x) appartengono tutti ai Xl e ai punti di questi intervalli 
corrispondono sull’ asse delle y, punti di X, e quindi di dae Ora la misura 
complessiva dei A, è minore di e, dunque : 


i: ‘m)<è 


(indicando con m, la misura esterna), e perciò : 


x 


m(1)) = m {x "(4 )) | m(1"9 ) =18, 


- 


con e piccolo a piacere, onde : 


n E) ) =) O ie 


* 


Osservazione. — L’ipotesi che l’insieme. N dei punti singolari della funzione. 
sia numerabile, è stata sfruttata nella dimostrazione precedente, soltanto per 
poter asserire che V insieme N, dell’asse y, corrispondente ad N è di misura » 
nulla. 

Potremo, quindi, più generalmente enunciare il seguente : 

'TEOREMA.—Se f(x) è una funzione continua in tutto Vintervallo (0,1) e se 
all'insieme dei suoi punti singolari rispetto all’assoluta continuità, essa fa corri- 
spondere, sull’asse delle y, un insieme di misura nulla, essa fa anche corrispon- 
dere ad ogni insieme di misura nulla dell’asse delle x, un insieme di misura nulla 


dell’asse delle y. 


6. Sulla misura del gruppo dei punti singolari non può trovarsi alcuna 
limitazione come condizione necessaria perchè ad ogni insieme di misura nulla 
sull’asse x corrisponda un insieme di misura nulla sull’asse y. 

Costruiremo, infatti, una funzione che fa corrispondere ad ogni insieme di 
misura nulla un insieme di misura nulla e per la quale il gruppo dei punti 
singolari rispetto all’assoluta continuità non è numerabile e neppure di misura 
nulla; ha, per contro, una misura prossima quanto si vuole a quella dell’ in- 


x » . = 


» tervallo in cui la funzione è definita. 
i k : Ria : 
Osserviamo, all’uopo, che la somma T# dei termini della progressione 


geometrica di ragione kKZ1 
è puo) 3 
RR IR EI I SEA 
può rendersi, per % ble ei, minore di un numero 6 arbitra- 


“% 
ani 


riamente fissato ; basta prendere Wa 
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Ciò posto, dalPintervallo (0,1) la cui misura è uguale ad uno, asportiamo 


successivamente i punti interni (in senso stretto) ad un segmento di ampiezza 
k, concentrico di (0,1); a due segmenti uguali di ampiezza totale %*, rispet- 
tivamente concentrici ai due intervalli restanti in (0,1); a quattro segmenti 
uguali di ampiezza 7°, rispettivamente concentrici a ciascuno dei quattro seg- 
menti restanti; e così procediamo indefinitamente togliendo, in generale, dagli 
n segmenti restanti in (0, 1), dopo un certo numero di operazioni analoghe 
alle precedenti, i punti interni ad » intervalli uguali, di ampiezza totale &”, 
rispettivamente concentrici a quelli da cui vengono asportati. 

‘ Otteniamo, così, in (0,1) un insieme I, perfetto, non denso, costituito 
dagli estremi degli intervalli di esclusione (che diconsi intervalli contigui ad I) 
e dei loro punti limiti; la misura di tale insieme è 


CEE e a 


come si vede, prossima ad umo quanto vuolsi. 
Consideriamo, per un momerto, la curva rappresentativa della funzione 


1 *% k, . x DI . . 
y=xsen— (già precedentemente studiata) nella metà a sinistra dell’intervallo 
& i 


(0,1) e costruiamone la simmetrica rispetto all’asse di tale segmento. 

Ricordando le considerazioni svolte al n. 3, si vede subito che la funzione 
rappresentata da tale curva è assolutamente continua in tutti i punti interni 
a (0,1) mentre gli estremi di tale segmento sono per essa punti singolari ri- 
spetto all’assoluta continuità. 

Definiamo, quindi, una funzione y=/f(x) la cui curva rappresentativa, in 
ciascuno degli intervalli contigui ad I, ha una figura omotetica a quella dianzi 
considerata, il rapporto di omotetia essendo dato, per ogni intervallo, dalla 
rispettiva misnra. La funzione così definita è assolutamente continua nei punti 
interni agl’intervalli contigui a I, e l’insieme dei suoi punti singolari ‘rispetto 
all’assoluta continuità è precisamente Vinsieme I, la cui misura, come abbiamo 
visto, è prossima ad uno quanto si vuole. Ciò nonostante, ad ogni insieme E(e) 
di misura nulla di (0, 1) corrisponde, per la funzione considerata, un insieme 
E(y) di misura pure nulla. , 

Per vederlo, basta osservare che l insieme N, corrispondente all’ insieme 
dei punti singolari della funzione rispetto all’assoluta continuità, è qui costi- 
tuito dal solo punto (0,0), e ricordare quindi il teorema generale del:numero 
precedente. 


e! , 
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LE SERIE CHE POSSIEDONO LA PROPRIETÀ COMMUTATIVA 


NOTA: 


DI 


GASPARE MIGNOSI (a Palermo) 


Consideriamo una serie di numeri reali e 
(2) udbutbi io 4a ta 
dotata di Mini termini positivi a; e infiniti termini negativi — B,. 


È noto che se il termine ‘ generale Un della (u) è convergente a zero e le 


due serie a termini positivi : 


(4) at+a,t....+a, 4... 


(0) DA ELIO ion 


sono entrambe divergenti, allora 

1°) la serie (x) non possiede la proprietà commutativa 

e2°) inoltre è sempre possibile con un conveniente mutamento dell’ordine 
dei termini ottenere dalla («) una serie convergente ad un numero prefissato 
ad arbitrio (Riemann), o anche una serie divergente a + 00, 0 — 00, 0 
indeterminata (Dini). 

Restando nell’ambito delle serie il cui termine generale converge a zero, 

il Cipolla ha dimostrato (') più generalmente che è possibile mutare ’ or- 
dine dei termini in modo che la serie ottenuta ammetta lo stesso insieme de- 
rivato di una serie prefissata ad arbitrio e, fondandosi sopra una nuova pro- 


(4) M. Cipolla, Sulle'serie semplicemente convergenti. Rend. R. Ace. di Scienze fis. e mat, 
di Napoli, (3), v. XXIII, 1917. 


Je e, TEO IR 78 OE LA x 
ed 
3 


101 )( 


posizione, di per sè notevolissima, sugli insiemi derivati delle successioni, ha 
pure stabilito che tali insiemi derivati altro non sono che gli intervalli. 

Qui vogliamo notare come la proposizione 1*) possa essere liberata dalla 
ipotesi della convergenza a zero del termine generale e, con l’uso di un pro- 
cedimento assai più semplice di quello comunemente adoperato, stabilire che 
la più generale serie (u) con le serie (a) e (0) entrambe’ divergenti, non pos- 
siede la proprietà commutativa» perchè è possibile cambiare 1 ordine dei suoi 
termîni in modo da ottenere serie regolari e anche serie non regolari. 

Specialmente dal punto di vista didattico non ci sembra del tutto inu- 
tile il conseguire una maggiore generalità con mezzi» meno complicati. 

Peraltro non essendo la nozione di successione regolare intesa egualmente 
dai vari Autori e nei trattati meno recenti di Analisi algebrica mancando una 
definizione sufficientemente generale del concetto di commutabilità per le serie, 
riteniamo opportuno riportare qui brevemente quella nozione e questo concetto 
secondo le vedute del Cipolla (*. E siamo tanto più lieti di far ciò perchè 
ci viene così l’ occasione di illustrare un punto e di contribuire, sebbene de- - 
bolmenhte, alla diffusione di un trattato di Algebra che un valente matematico 
giudicò « un libro di scienza e di arte; un volume di alta bellezza » (*). 


1. Chiamiamo» regolare una serie o successione numerica che ammetta un 
solo valore limite finito o infinito. Le successioni regolari sono, quindi, le sue- 
cessioni convergenti, quelle divergenti a -+ co e quelle divergenti a — 00, 

Fra le successioni non regolari od oscillanti sono da annoverare anche 
quelle che ammettono i due soli valori limiti + co e — co, che si ritengono 
sempre come distinti. i 

Gran parte delle proposizioni riguardanti le successioni convergenti sus- 
sistono senz’altro per le successioni regolari. Da ciò l’opportunità della detta 
distinzione la quale in alcune quistioni di limiti, ad es. quando si voglia dare 
una dimostrazione rigorosa della regola di L’ Hospital, è addirittnra necessaria. 


2. Denotiamo col simbolo i, una funzione di » tale che: ad ogni numero 
naturale positivo » faccia corrispondere uno ed un solo numero naturale po- 
sitivo m: m = i, ; e inversamente : ad ogni numero naturale positivo m faccia 
corrispondere uno ed un solo numero naturale positivo n, in modo che abbia 
luogo l'eguaglianza precedente. 

In tal caso si adopera la notazione : n = (i74),,. _ 

x Diremo allora brevemente che i, è una funzione numerica iuvertibile di n, 
e chiameremo (i), la funzione inversa di è,. 





(2) M. Ci polla, Analisi Algebrica ed Introduzione al Calcolo infinitesimale. Palermo, Ca- 
pozzi, 1914. 
_ (8) G. Scorza, Bollettino di bibl. e storia delle Sc. Mat. di G. Lor ia, a XIX, 1917; 
pp. 51-56. i 
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Il dominio e il codominio di una funzione numerica invertibile sono eguali 
alla classe di tutti i numeri naturali positivi; a valori differenti di » corri- 
spondono valori differenti di m, e inversamente. | 

Diamo degli esempi : - i 

I) Se y è un numero naturale maggiore di 1, ponendo : 


ij =n4y— 2 —1 con r= Rest(n—1,y) 


si definisce una funzione numerica invertibile di n, la cui inversa coincide 


“con È, stessa: 


(i), = in 
II) Se y e p sono due numeri naturali positivi qualunque, posto : 


Rest(n—-1l,vy4+w)=7, 


le formole : 


2ny 1 - 
LEI con. :rn='‘031,2y. as 0e=1h 


Ùn 
PH=v 


ed 


my — ( pe 
$i cs eni E) +r—-2v4+1 con -r=v,vH-1,..,V{HB—1, 


dànne una funzione numerica invertibile di n, e la funzione inversa è definita 
dalle relazioni : 


ASI Ly — Pu 
a con r= Rest(n— 1,7) 


* 


(2), = Mii con r= Rest(n— 1, pw). 


Di = 


III) Se per ogni numero naturale positivo n si pone : 





3id-y8n 
n= b( 4 sii 
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- le posizioni : 


in = Ant 2P( Pan 1) per n SP(2Pn ve 1) ’ 


in = Qn — 2P°n i per n > Pa(2Pn AG 1) ’ 


forniscono ancora una funzione numerica invertibile di n. 
La invertibilità di é, si riconosce osservando che affinchè siano possibili ° 
le dette espressioni di i, occorre e basta che n abbia la forma: 


ip bt 
essendo p ed » numeri naturali assoluti soddisfacenti alla condizione 
dr 2p —2 oppure 2p_—1=r<z4p_2 


secondo che si tratti rispettivamente dei valori dispari o pari di i,. 
Le espressioni di i, possono allora essere sostituite dalle altre : 


» 3 a "i vete 
ig-iera)trh = Xp 1°+2r+1 per. r'= 071,26 2p —2; 
e 


ine + ha = 29(P —1) {4-21 — 2p +2) per r=2p—1,2p,..:;4p—2, 


dalle quali si traggono le formole della funzione inversa : 


GI LT (0%, — 1) , con u,=E1-+}n—-1), 


. - 1 IAT SEO 
(i), +0, con (e DG + Vin — 3) 


3. Se i, è una funzione numerica invertibile di n, insieme alla serie (v) 
si consideri la serie: È 


- 


STI 9" 1° 


0 i Pig tota, to 
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Si dirà allora che le due serie («) ed («,)) differiscono soltanto nell'ordine 
dei termini e più precisamente che luna è dedotta dall’altra col cambiamento 
dellordine dei termini definito dalla funzione numerica invertibile i, e dalla in- 
versa (i), rispettivamente. 7 - 

Così, applicando alla serie (vu) il cambiamento dell’ordine dei termini cor- 
rispondente alla funzione numerica é, dell’esempio I) del n. 2, occorrerà mu- 
tare nell’ inverso l’ ordine dei termini di ciascuno dei successivi sistemi di y 
termini consecutivi di (x) e si perviene alla serie: 


utt bai I 
* Unva Se RO och U(n-)vH “Ta PRI. 


Scegliendo, invece, la ‘funzione è, dell’ esempio II) si definisce 1’ ordina- 
mento dei termini della («) secondo cui, restando fermo il primo termine, Si 
facciano successivamente ed alternativamente seguire p termini consecutivi di 
posto pari a y termini consecutivi di posto dispari; così che si passa alla 


serie : 





u,du,+....A-Ugy, + k+- Uk dt + Ur Uova tenne Ur KUgpto Uta pr 
LL... tutor. 


Il cambiamento corrispondente alla fanzione è, dell’esempio III) consiste 
nel far succedere nella («) alternativamente: un termine di posto dispari, due 
di posto pari, tre di posto dispari, quattro di posto pari, e così via, ottenendo 
la serie: 


N 
i Ty, + k-%+-%+ Sa Ta Uto 43 t etUggo Tp) + T 
Topo H Te Toto tree è 


Notiamo che, considerando i cambiamenti dell’ ordine dei termini d’ una 
serie corrispondenti alle diverse funzioni numeriche i, come operazioni appli 
cate agli indici dei termini, le dette operazioni risultano invertibili e, poichè 
il dominio e il codominio di ciascuna di esse è la classe di tutti i numeri 
naturali positivi, esse risultano anche componibili fra di loro e si conclude 
che i cambiamenti dell’ordine dei termini d’una serie costituiscono un gruppo 
infinito di operazioni a campo numerico. 


4, Se le due serie («) ed («;) differiscono solo nell'ordine dei termini e il 
cambiamento dell’ordine dei termini è definito dalla funzione numerica inver- 
tibile é,, il termine di (v) di posto » occupa in («;) il posto m=è,, e il ter- 


(alati i SACRI i ei Mea LAT d > Ù 
4 = dis ù da : A c 
se, 
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mine di («,) di posto n occupa in (u) il posto m = (i-'),, e però l’insieme dei 
termini della serie (u) è uguale all’ insieme dei termini della serie (vu). Dalla 
uguaglianza di questi insiemi segue subito che essi ammettono gli stessi va- 
lori limiti finiti o infiniti. In particolare se la successione «, ha il solo valore 
limite zero, ossia se 4 termine generale di (u) converge a zero, allo zero con- 
verge il termine generale u;, di (u;). E se il termine generale della (u) non tende 


a zero, non tende a zero neanche il termine generale di qualunque serie (u;) da (u) 
dedotta cambiando Vordine dei suoi termini. } 


5. Supponiamo che %, e non più, termini distinti della («) abbiano uno 
stesso valore w, cioè: 


u fonia SU 


n, , EU 000 ‘Un FU PO NEFM, MM 


(1 


I termini della serie (w,) i cui posti sono î numeri ®,,%#%,,....,, dati 
dalle uguaglianze : 


pg 3) a = (ia, VAIO fedi One POR 


hanno allora tutti lo stesso valore n : 


Uim, ==si Uimg = » fo. ===. Uim), = Us 


e qualsivoglia termine w;, di posto m, diverso da m,,#2,,....,%, in («,), non 
ha il valore u, perchè da U;, ==, essendo n= ì,,, segue u, = con ® di- 


verso (n. 2) da ,,%,,....,%%, contro il supposto. 

Dunque : 

Se k e non più termini di (u) di indici distinti hanno uno stesso valore, k e 
non più termini di (u) di indici distinti hanno lo stesso valore, e inversamente. 

Donde segue immediatamente che : 

Se quanti si vogliano termini di (u) di indici distinti hanno uno stesso va- 
lore, lo stesso valore hanno quanti si vogliano termini di (u) di indici distinti. 

Le serie, dunque, per le quali si può parlare di cambiamento dell’ordine 
dei termini sono serie affatto generali (‘). i | 


6. Diciamo che una serie (u) possiede la proprietà commutativa ovvero che 





(4) Cfr. Capelli e Garbieri’, Analisì Algebrica. Padova, Sacchetto, 1886, p. 120; 
E. Cesàro, Analisi Algebrica. Torino, Bocca, 1894, p. 158. — Secondo questi Autori si può 
parlare di cambiamento dell’ordine dei termini solo per le serie in cui ogni termine figura un 
numero finito di volte. o 

VOL, LVII : | 14 


% 
Bc 
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la sua natura non dipende dall’ ordine dei termini, se essa e qualsivoglia serie 
(«;) che ne differisce solo nell’ordine dei termini, ammettono gli stessi valori 
limiti finiti o infiniti. 3 

In particolare: una serie convergente (divergente) che possieda la proprietà 
commutativa produce sempre serie convergenti (divergenti) per qualsivoglia 
cambiamento dell’ordine dei suoi termini e si suol dire, com’ è noto, assoluta- 
mente convergente (divergente), mentre si chiamano semplicemente convergenti 
(divergenti) le serie convergenti (divergenti) che non possiedono la proprietà 


ì 


commutativa. 
In seguito alla precedente definizione SI è lecito, per esempio, do- 


mandarsi se la serie: 


(Pmi a ph Ser Sag prati Near VAGO CR 


possieda o no la proprietà commutativa. 
Denotando con s, la somma dei suoi primi » termini si ha: 


PRO 1) s Sn 4, 


È 


eni 


.e la serie è convergente se a —=0 e indeterminata coi due soli valori LIRA 0 


eda sea+0. 
Operando in essa il cambiamento dell’ordine dei termini secondo” la fun- 


zione numerica invertibile dell'esempio II) (n. 2), si ricava la serie: 


atat....+ta-a—a—....—agt+adta4....+a-a-a—. 
s 


dira a 


per la quale la somma 6, dei primi n termini ha i valori dati dalle formole : 


On(v4u)4r = NV — pa + 7a per EE de 





O, (v4+p)+ = NV — Pa 4 (r — va per V<ZrZy+p— 1 | 






Se a è un numero maggiore di zero, la nuova serie ammette il solo va- 
jore limite + 00, oppure il solo valore limite — 00 secondo che si scelga 


Y >|, oppure y_< pt. 
Se si assume y= |, restano : 


C2nv4, = YA per - 0<Srsy 


do NE 


Gonvt, = (Pr — Wa per vKrs2y-1 
e la nuova serie risulta, invece, non regolare coi soli valori limiti finiti : 
0,a,240,...,%4 


Si conclude che la serie proposta non possiede la proprietà commutativa. 
Alla stessa conclusione si perviene applicando, invece, alla serie proposta 
il eambiamento dell’ordine dei termini definito dalla funzione dell’esempio III) 


(n. 2), secondo cui si passa alla serie : 
a—-aT-a |a+a+aT-aT-aT_-aT-atat+a+a+ataT—...,. 


Per questa, la somma 7, dei primi n termini è data dalle formole : 


Tp=1) (tp) +41 = — PD + (1 | 2) per r=0,1,2,....,2p_2, 


T(g=1)(te-M)+H = ap — alr +2) per vr=2p_—-1,2p,....,4p —2, 


e si riconosce che la nuova serie, oltre i due valori limiti infiniti {4-00 e —00, 
ammette quanti si vogliano valori limiti finiti : 


0, -a, a, —2a,2a, —34, 3a, .... 


7. Passiamo ora al teorema che è l’oggetto del presente articolo. 

Consideriamo una serie numerica (u), non facendo alcuna ipotesi sul suo 
termine generale, e dimostriamo che : 

Condizione necessaria e sufficiente affinchè la più generale serie (u), dotata 
di infiniti termini positivi a, e di infiniti termini negativi — b,, possieda la 
proprietà commutativa è che una almeno delle due serie (a) e (b) sia convergente. 

a) Supponiamo da prima che le due serie (a) e (0) siano entrambe di- 

vergenti. 

A. causa della divergenza a + oo della serie (a) esiste un numero y, di 
| termini iniziali di essa tale che sia: 


i pia pi i DIE 





a } 0 ALA PI 79 me — °° Pa n° Re _* = hag CC a ia Pat, “a 08 
è So "® e. A pit rom 3 TELE ROERO 
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Restando divergente a + co la serie (a), dopo di avervi soppresso 1 primi 
y, termini, esiste un numero y, > y, in modo che si abbia : 


UT41 +4,,+2 +... a a, > b, edo 


Questo procedimento potendo essere continuato sempre che si voglia, si 
ha una successione di indici crescenti y,,Y,,....3% +... e si avrà in gene- 
rale qualunque sia. l’indice è: 


ISLA -| ne He 000. | dy, oo b; - i | 


e rimane definito un ordinamento dei termini della («), tale che la serie ad 
esso corrispondente : 


(1) U 0 tore DAI 47 de atta, bat +40y, +14 %_,+2+ 
+. akagobeo 


risulta regolare e divergente a + co. 
Infatti se si denota con 8, la somma dei suoì primi n termini, sì ricava, 
qualunque sia i: 


3; Ae 


e si deduce che la successione a termini positivi : 


Eyi+109 Sig ot pe 4 


è regolare e divergente a + 00. 

i Se s, non appartiene a questa successione l indice n sarà in ogni caso 
compreso fra gli indici y;{-d e v.4, +? pa di due termini consecutivi di 

essa : 


Vti<n<Zv4, +41, 


e poichè allora risulta: 


e) 


LR en IE PA ACEA IO) con VSYiki 





e”, 4 “sai — * p° ie DT allena cas . y 
Poli i àl 
. 
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e le a sono tutte positive, si avrà sempre : 


8, a LR, 


e dalla divergenza a + co della successione 8 si deduce la divergenza a 


viti 


+ do di qualunque successione s, non appartenente ad s# Li 
x. Vi 


Si conelnde che la successione completa : 


RELEASED 


che definisce la serie (1), è regolare e divergente a + co. 

È possibile, dunque, dare ai termini della serie (u) un ordinamento tale 
che la corrispondente serie (1) risulti regolare e divergente a + occ. 

Analogamente, fondandosi sulla divergenza a — co della serie dei termini 
negativi della (u), si può constatare l’esistenza di ordinamenti dei termini tali 
che le corrispondenti serie risultano regolari e divergenti a — co. Ma questo 
caso può anche essere ricondotto al precedente considerando la serie opposta 
della (u): 


(RE) ; e iL Mini VAS 2 em ICE 
che ha come serie dei termini positivi la serie (b) e come serie dei termini 

negativi la serie (—a) degli opposti «dei. termini della (4). 
Per quanto è stato stabilito nel primo caso, esiste un ordinamento tale 


dei termini della (— «) che la serie corrispondente : 


— . —- UU. n 00° TU, L00060 


sia regolare e divergente a -- co, e la serie: 


u du +... +u +.... 
(AI in În 


opposta della precedente, differisce dalla (u) solo nell’ordine dei termini ed è 
regolare e divergente a — 00. 

In terzo luogo, utilizzando simultaneamente la divergenza a -| oo delle 
serie (a) e la divergenza a — oc della serie (— bd), si possono successivamente 
ed alternativamente costruire i termini di due successioni di indici crescenti: 


Vi alla rilleta Vieteta ; Pip Papeete egPigooso. 


È 


Meier Ae iis re lt ra i are o e 
» » de Ù FUSI Sc, LS " 


)( 110 Y Pi 


in modo da soddisfare le condizioni : 


ata, +... +4, 21, 
| Ut de de 
ata,t... 4a, —b b_n +8%,411 4,42 +02; 

Rea rele pi bo... by; +4,41 +43 ++ 


— db pa da 4a day << 


Resta allora definito un ordinamento dei termini della («) tale che la 6or- 
rispondente serie : 


(2) ata,t.... ta, d sabina Lat CEI d).4+att Ue 


bui da du 


sia non regolare ed ammetta + co e — co fra i suoi valori limiti. 
Indicando, infatti, con 8, la somma dei primi n termini di questa serie 
le condizioni precedenti possono essere espresse con le ineguaglianze : 


I, TAO Îv+p, SE 8,+py+vy 7 S0p) Itpytvatre te A 
e in generale qualunque sia i: 
4 tuttu I 


donde risulta subito che la successione a termini positivi : 


Iv3 Pvntgitbra tto MAuitrtroto tt 300 


è regolare e divergente a - oo, mentre la successione a termini negativi : 


Ivitpy > Ivtpitbratpa 0 000° 2 Iituytvatpato tti o 00 
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che definisce la serie (2), contenendo le due precedenti, non è regolare ed 
ammette + co e — co fra i suoi valori limiti. 

Dunque: se le serie (a) e (0) sono entrambe divergenti, comunque si com- 
porti il termine generale «, della (u), la serie (u) non possiede la proprietà 
commutativa e però la convergenza di una almeno delle due serié (a) e (0) è 
condizione necessaria perchè la (w) stessa possieda la proprietà commutativa. 

8) Supposto, inversamente, che una o entrambe le serie (a) e (0) siano 
convergenti sì stabilisce nella consueta maniera (che è indipendente dalla ‘co- 
noscenza 4 priori della convergenza a zero del termine generale della (v)) che 
la serie («) possiede effettivamente la proprietà cOmmutativa. ) 


Così: se la serie 


(2) l u + u Li. 4, 


Why 


CERA 


è dedotta dalla (w) con un qualsivoglia cambiamento dell’ordine dei termini e 


(4;) a. +-a. +.... ba +.... 
i J9 


In 


Ed) bh db db 


A hg Rin 


sono rispettivamente le corrispondenti serie dei termini positivi e negativi 
della (»,), denotando con 60, la somma dei suoi primi n termini e supponendo 
che questa somma contenga 2, termini iniziali della (a;), di somma A,,, e 


B,=%—a, termini iniziali della (— d,), di somma — Bg ©, si ha 
n La D Ù Pi 


» 4 


o A_ BO. 
(1° ” 


La serie (a) e (d) convergendo o divergendo assolutamente, le due succes- 
sioni crescenti A, © e Bg, convergono o divergono, e poichè una sola delle 
n» 


(a) e (9) diverge, si deduce che 60, converge sempre ad uno stesso numero 5 
indipendente da î, ovvero diverge a -- co 0 ‘a —c0, secondo che diverga 
A, 0 Bg, rispettivamente. 

Scegliendo in particolare i, =, si conclude che nelle ipotesi attuali la 
serie proposta (u) è in ogni caso regolare, e la convergenza oppure la diver- 
genza a + co 0 a — co sono ciascuna indipendente dall’ ordine dei termini, 

Dunque : la convergenza di una almeno delle serie (a) e (0) è anche con- 
dizione sufficiente perchè la («) possieda la proprietà commutativa. 
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8. Notiamo che dal teorema generale stabilito al numero precedente si. 
può con l’ordinario ragionamento dedurre il noto criterio di Dirichlet per 


riconoscere la convergenza assoluta di una serie, senza necessità di invocare 
il teorema di Riemann-Dini. 


9. Facciamo, infine, una osservazione sulla natura degli insiemi derivati 
delle serie in relazione alla commutabilità dei termini. 
Con V’uso del teorema del N. 7, fra le serie («), le più generali, possono 


essere distinte quelle che possiedono la proprietà commutativa da quelle che 


non la possiedono. Le priifé, non essendo che le serie convergenti le serie 
divergenti a -— oo e le serie divergenti a — 00, sono in ogni caso regolari e 
quindi ammettono uno ed un solo valore limite finito o infinito. Per le serie 
che non possiedono la proprietà commutativa, se il loro termine generale con- 
verge a zero, è noto che è sempre possibile, con opportuni mutamertì dell’or- 
dine dei termini, ottenere serie aventi valori limiti finiti prefissati. | 
Nella ipotesi contraria che «, non converga 2 zero, ciò, invece, non è 
sempre possibile. Esistono, infatti, serie col termine generale non convergente : a 
zero, le quali non ammettono mai valori limiti finiti per qualsivoglia cambiamento 
dell'ordine dei termini. i 
Si trova in queste condizioni, per esempio, la serie di potenze : 


1-abLa —d+....+(C+.... 


in cui a sia un numero intero maggiore di 1. . 
Supposto, invero, che esista una serie : 


(Cat (- a+... + (4... 


che differisca dalla precedente solo nell’ordine dei termini, e che ammetta un 
valore limite finito ), i termini della successione s, che definisce questa serie 
saranno tutti numeri interi, ed affinchè essa ammetta ) come valore limite, 
occorre e basta che esistano infiniti indici crescenti n<Zn'<n"<.... pei 
quali si abbia : 


IR pn on RI 


Essendo « > n, la somma s,; è contenuta in sy , e la differenza sy — 8,, 
che è nulla, è della forma : 


2r, Das -b1 28,+1\, 
a a 


’ 


N 


2, 275 28,41 
aa + a aaa ale ni + 


®: tego Ta 


nti a a 67 de LI 
Si ; " i Ò 
Lo 
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avendo indicato con 
Ii ar Re Lp 201, 


i differenti gradi pari e dispari delle potenze di q contenute in sy — 8». 
Dovrà, perciò, aversi l'uguaglianza : \ 


2r, 205 


a +a TESO a A SI 


28,41 E GAI 1 28g+1 


+... +@ i 


la quale è impossibile essendo a un numero naturale maggiore dell’unità, giac- 
chè la più alta potenza di a per cui è divisibile il numero intero rappresentato 
dal primo membro è di grado pari, mentre è di grado dispari la più alta po- 
tenza di a per cui è divisibile il secondo membro, 

Dunque per la serie proposta in base al teorema del n. 7, qnalsivoglia 
cambiamento dell’ordine dei termini non può produrre che serie regolari di- 
vergenti a + oc, serie regolari divergenti a — 00, e infine serie non regolari. 
coi due soli valori limiti Di co e — 0°. 


Palermo, novembre 1919. 
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SUGLI ESPONENTI NELLE RIPARTIZIONI 


NOTA 
DI 


GIUSEPPE USAI (a Milano) 





Nel leggere una recente Nota del Prof. Ugo Amaldi (') riferentesi ad 
un’ applicazione del Calcolo isobarico alla determinazione algebrica delle suce- 
cessive derivate di una funzione di funzione, in me nacque l’idea di deter. 
minare il maggiore o il minor numero di volte che un elemento può entrare 
come addendo (massimo o minimo esponente) nelle ripartizioni di classe 2 .di 
un numero s, come il Prof, Amaldi, al quale io sono gratissimo per preziose 
informazioni steriche e bibliografiche datemi sull’ argomento, ebbe campo di 
far uso del problema solo’ per l'elemento unità. 


Per il caso generale poi (il quale io intendo trattare in questo breve ar- 
ticolo), la questione a quanto mi risulta, è nuova ma con certezza non eredo 
sia possibile un’affermazione al riguardo giacchè di molti combinatoristi della 
fine del 700 e del principio dell’800 i relativi lavori si può’ dire siaho ormai 
dimenticati per la difficoltà che si ha nel rintracciarli e per la lettura piut- 
tosto penosa per la moltiplicità e la complicazione delle notazioni: le ricer- 
che di questi vecchi matematici, d’ altra parte, spogliate delle immaginifiche 
amplificazioni di cui essi sì compiacevano, meriterebbero di esser riprese in 
esame alla luce delle nostre vedute e ciò in modo speciale per gli studi di 
Boscovich (?) e di Hindenbur g (3) i quali, a quanto pare, per i primi, 





(4) U.,Amaldi, Forme isobariche e cambiamenti di variabile. Giornale di Matematiche, 
Vol. LVI, 1918. 

(2) Boscovich, Metodo di alzare un infinitinomio a qualunque potenza, Giornale Letterati 
di Roma, 1747-48. c 

(3) Hindenburg, Infinitinomii dignitatum exponentis indeterminati historia, leges ac for- 
mulae. Editio pluribus aucta et passim emendata. Gottingae, 1799; Ueber combinatorische Invo- 
lutionem und Evolutionen, una ihren Einffuss auf die combiuatorische Analytik. Archiv. der reinen 
und angevandten Matematik, herausgegeben von C. F. Hindenburg, Bd. 1, 1795; pp. 13-46, 


” 
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' 
stabilirono due algoritmi per determinare effettivamente tutte le partizioni di 
un numero, ma i due processi, come dimostra acutamente il UR (4) sono 
in sostanza equivalenti. 


LI 
- 


È proprio nella natura delle cose che IR combinatorie sorgano in 
molti e disparati se non in tutti gli ordini di indagini matematiche e la stessa 
Combinatorik del Netto, che è pure un trattato pregevole, è ben lungi dal 
fissare l’ufficio e la portata di tutta l Analisi Combinatoria. 

2. Per il nostro intento, sia s il numero (intero e positivo) da ripartirsi, 
a. la classe cioè il numero degli addendi variabile tra 1 e s (limiti inelusi) e 
Y;, R; Siano rispettivamente il minimo e il massimo esponente relativi all’ele- 
mento è nelle ripartizioni di classe «a tenendo presente che è può assumere i 
valori 1, 2,...,8—a +1 e quindi al più il valore s quando sia a=1 in- 
tendendosi per ripartizione di prima classe, come è ovvio, il numero stesso. 

Ui è comodo prima di tutto trattare i casì particolari è = 1, 2, poi il caso 
più generale è =>3 facendo seguire, per i risultati, dei quadri riassuntivi con 
opportune considerazioni e applicazioni pratiche. 


Caso i — 1. — Per a —=s essendoci un'unica ripartizione di elementi tutti 
uguali a 1 avremo: r, = R,=8. 
Per a<s le ripartizioni col massimo numero di elementi unità sono for- 


mate da 2 — 1. elementi 1 e dall’elemento maggiore s — a 4 1. Sicchè : 


} | R,=,a=li 


Le ripartizioni invece col minimo esponente per l’unità sono quelle che 
con l’algoritmo di Hindenburg®si hanno in ogni classe per ultimo, cioè 
della forma : 


Ode lhi HI hPI hi 1 
a — f 8 pa O == a 


e poichè dev’essere : 


(o —- BR hR+1)=s ‘ cioè: ah: B=8 
ne viene che % è il quoto della divisione di s per 4 e f ne è il resto. 
Allora se è: 


4 


—<2 stibagiu-—Lete = rad 2a 8 


(4) Trudi, Intorno ad alcuni punti di Analisi dipendenti dalla partizione dei numeri. Atti 
della R. Acc. delle sc, fis, e mat. di Napoli, vol. VIII, 1879. 








e se è: 


=2° ‘siha  A>1 9g =0 


c|e 


Potremo quindi stabilire il quadro : 


4 


ua 
FR at) dat: R, = 8 
eDa>I r=20—8 Rie a 
—=a r=0- LR 1808 


tali risultati si accordano pienamente con quelli dell Amaldi. 


7) 


x 


Caso i=2.— Per a=s da quanto si è detto in precedenza risulta che 


Per a —=s — 1 non si ha che un’unica ripartizione e questa contiene un 
elemento uguale a 2° e gli altri uguali a 1. Sicchè: 


Vediamo ora per a <s — 1. Si ricava in tal caso: r, = 0 giacchè le prime 
ripartizioni dell’algoritmo di Hindenburg sono costituite da a — 1 volte 
l’unità e dall’elemento s —— a + 1 per l’ipotesi fatta superiore a 2. 

Riguardo alle ripartizioni di massimo esponente possiamo osservare che per 


oppure : 


8+1 
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le ripartizioni in questione contengono l’elemento 2 un numero di volte dato 


rispettivamente da : 


(s pari) 
(s dispari) 


cioè in tutti i casi da s— a e gli altri elementi (quando ci siano) sono u- 
guali a L (°). 
Avremo in tal modo: 





Ri 
Per le altre classi poi: 
; 8sT- 2 Ò 
CIA IEEE eranar rana (s pari) 
orsi 
a=1,2,...,-3 (s dispari) 


ha il massimo numero di elementi uguali a 2 la ripartizione del tipo 


DAI pende 2 
a=1 È 


e quest’ultimo elemento è per lo meno uguale RIA). 
Sicchè : 


bal. 


(5) In tali condizioni dall'assenza degli elementi 3, 4,...,s — « + 1 consegue che 
le partizioni hanno il maggior numero possibile di elementi ugnali a 2-ed anzi nel caso di 


8 " ; , 
ir) come è evidente, mancano. anche le unità. 


(8) Più precisamente si ha come minimo 3 se 8 è dispari, 4 se s è pari e ciò si può ve- 


dere sostituendo in 8 — 2x + 2 ad « i valori massimi, 
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Abbiamo quindi il seguente quadro : 








Remcaseglo* 
DAR te 0 Bi 20 \ 
a=8s—1 | Rit 
‘ g i | | 
s—-_22za=> 3 (8 pari) 
oppure : Pad R, =8 —'@.\) 
EER 
s-—22>a= (s dispari), 


. t] 


za = (spari) 





oppure : ro pi R, = a 1 





S za "1. (ls dispari). è i : 
n ] 
Veniamo ora a trattare il caso: s 
ep 


Se a prende gli (i —=1) valori :-8,8-=-1y,. 8,6 — {2 CRONO 
ripartizioni in cui compaia l’elemento è. | 

Infatti se ci fosse almeno un i tra gli elementi, i restanti essendo almeno 
uguali a 1 si avrebbe come minimo della somma è Hdi 91 e ponendo per 
o il suo valore più piccolo si avrebbe s -- 1 e detta somma risulterebbe sempre 
maggiore di s il che è assurdo. Sicchè: rr=R=0. 

Pera—=s—-(i-1),s--i,s-ti41),....,8—(2%—3) vi sono ri- 
partizioni che non contengono | elemento 7. A tal uopo basta con iderare le 








(7) Esistono in questi casi ripartizioni, per le quali il secondo esponente ha rispettiva- 
mente i valori 0, ...,85-—ax— 2,8 — « e non ci sono le ripartizioni contenenti s8—a— 1 
volte l'elemento 2: infatti in caso affermativo se i 2a — s + 1 elementi rimanenti fossero 
tutti unitari si avrebbe per somma. degli elementi: 2(s — a — 1) + 2a—s+1=s—-t 
mentre se almeno una unità la si sostituisse con un 3 o con più di 3 la somma in questione. 


diventerebbe superiore ad 8. 
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prime già menzionate -e costituite da a —1 volte l unità e dall’ elemento 
s—-a +1 il quale se è a<s —i è sempre maggiore di i mentre se è 
a =8 — (i — 1) è uguale ad è ed in tal caso basta considerare la ripartizione 
della stessa classe formata (8) da a — 2 elementi uguali a 1, da un elemento 
uguale a 2 è dal restante uguale a (i — 1). Avremo quindi r, = 0. 

Vi sono poi'ripartizioni con un solo ?. Perciò in corrispondenza agli (i— 1) 
valori di a di sopra si considerino rispettivamente le (i-—1) ripartizioni costi- 
tuite in tal modo: a—1 elementi unità e un èlemento i; a-—2 elementi unità, 
un elemerfto uguale a 2 e un elemento i; a-— 2 elementi unità, un 3 e un 
$ ;....;%-—2 unità, un elemento î — 1 e un è. In tutti questi casi come si 
vede gli elementi sono « e le somme di essi sono: a—1--i , (a-2)4-24ti, 
(a-2)4+-34i,...., (a--2)+(i-1)+i ossia: a4-(i—1), ati, at(it1),...., 
c4(2î—3) tutte uguali ad s se si tien conto dei rispettivi valori di a. 

Non ci possono poi essere ripartizioni con due elementi uguali ad è. In- 
fatti, ammesso ciò, gli altri a — 2 elementi dovendo essere almeno unità, si 
avrebbe come minimo della’ somma: a — 2-+- 2% cioè per le ipotesi fatte su a, 
maggiore di s. Ne viene che R,— 1. 

In modo analogo quando « prende gli (i—1) valori: s—(2i—2), s—(2i—1), 
8s_-2i,....,S—(3Î—4) troviamo r,=0 giacchè le prime ripartizioni hanno 
tu te l’ultimo elemento superiore ad è. Si vede poi l'impossibilità dell’esistenza 
di ripartizioni con 3 elementi uguali ad è giacchè in tali condizioni la somma 
degli elementi risulterebbe maggiore di s mentre esistono ripartizioni con due 
elementi uguali ad è? e all’ uopo basta considerare le (i—-1) seguenti così for- 
mate: (x — 2) elementi unità, due elementi è; (a — 3) elementi unità, un 2, 
due elementi 7; (xa — 3) unità, un 3, due è,....;(a —3) unità, un (£L— 1), 
due è. | 

Col solito ragionamento si trova che esse sono composte di x elementi le 
cui somme in corrispondenza ai valori rispettivamente fissati per a, sono tutte 
uguali ad s. Risulta quindi: R,= 2. Così continuando arriveremo per ultimo 
‘ai valori: a=s—(hi--h),s—(hi—h+1),s—(hi—h42),..., 8-(h+1)i-(h+2)), 
(Ah intiero) e .si dimostra estendendo i ragionamenti precedenti: r,=0, R,=h. 

Però questo gruppo lo prendiamo al massimo di (è — 1) elementi giacchè 
noi lo arrestiamo appena si pervenga a: 


8s+1 


(7 v 


8 st+itl Ro: 
Une " oppure Finn t 0 anta 
d A 


in corrispondenza ai casì di s congruo a 0,1,2,.:..,(é. — 1), (mod. è) 





(3) Non si potrebbe dir ciò se è a = s — (î — 1) essendo è * 2, giacchè per a =s — 1 
non vi è, come si è visto, che un’unica ripartizione costituita da un 2 e da a— 1 volte 1, 
Gli è per questa ragione che dal caso i = 2 abbiamo separato i casi è = 3, 


e rd Se 
A, “ Ù 


pe 


AE Sg e 





e le ripartizioni relative constano di 2 elementi i, di (x-- 1) elementi i e di 
un elemento 1, di (2 -- 1) elementi i ed il restante 2, ...., di (a — 1) ele- 
menti è e di un (î — 1). Infatti in tutti i casi .gli elementi sono a e le somme 


rispettivamente E 
dv; (Ad 113, (ani i+ 2,...., (@—LDik+-(—-1) ; 


ossia 


dialer (SDA 


e in corrispondenza ai valori di 4 tutte uguali ad s. 
Complessivamente si può dire che incominciando dal caso a=s—(i—1) e 
decrescendo sino al minimo di sopra detto, il valore di R, è dato da quello 


tra i numeri 





a—-1 s-a—-2 s_-aT—-i+42 
PIL ati i —1 





che risulta intiero e bastano semplici verifiche al riguardo, - 
Così per: 


a=s —(i—-1)., s—-a=i-1.,, R;= 





ao=8--(t4-1).- 8. —wW=i4-1-r4 R= 


I 
cile 





P Tac 
o =1402, a, CORO peru) pio 0) PAS rr re E TT) 


7? 


nei vari casi di s congruo a 0, 1,...., SE far 1), (mod. è), 





Pr, TT PI e lee i, i las 


(121 \( 
In tali condizioni le ripartizioni col massimo numero di elementi è è quella 
del tipo : 
di. ...i 8-14 (€ < 8) 
an — 
a—-1 


è 


nella quale l’ultimo elemento è, per le ipotesi fatte su a, per lo meno uguale 
a 41 (0°). Sicchèò R=a—1. 
Possiamo quindi stabilire il seguente quadro : 


i=3 
szazs_(li—-2) reso hanno 
8 
co s= 0 (mod.i) 
8 i-1 al 
carati s=1 » (nn) R,=° ni 
0) i—1 


ove h assume l’unico valore del 
| gruppo 0, oi ; (i—2) (estre- 
8+1 mi inclusi) per cuì R, è intiero. 
\ s=ev—-l >» 











() 

Î 8-1? ° i 

A i s=0 (mod.î) 
81 
- s=1 » rat Ri=za—-1 
ira i 
| s-i+1 
\ cu s=ti—1 » 


3. È bene tener presente ora che per î==s —'1 tale elemento non entra 
che in quella ripartizione di seconda classe della forma: 1,(s—- 1). Si avrà 
quindi pera —=2:7,=0, R_,=1 mentre per gli altri valori di a: r,_, = 0, 
Ra e 0. i 











; ; : 9 e Se 1) 8s—-0+1 s8—ì 
(?) A tal uopo si osservi che dando ad « i valori massimi — , ...., LE , —- Ve 
i i i 
lemento s—ix+i assume in corrispondenza i valori minimi i+1,....,2i-1, 2i dei quali ìl 
più piccolo è i+1. : 
VOL. LYVIII, 16 
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Tali risultati sono confermati dal quadro di sopra giacchè dalle prime 
relazioni abbiamo : 


» s=>a=3 TAR. 


Le seconde, tenendo presente che è s = 1 (mod. s — 1), darebbero : 


BR 282 0 R s-a— h 
È (0.4 —_—__& V' Giai grz = —————T 
di eni PR 1 s- 1 s_1 ea 9 
cioè in sostanza : 
Dia rr e=0 R,-;= 1 (giacchè 4 non può essere che 0) 


e dalle terze relazioni si ricava : 


(IS e nÌ 
pria n hei 
OVVEero : 
GESU s0 Raectzai 


Se invece % assume il valore s si ha un’ unica ripartizione che contiene 
l’elemento, quella di prima classe a = 1 per cui. si avrà rr, =R, =1ele altre 
daranno ry;= Rs= 0; in tal caso però il quadro deve esser modificato giacchè 
i nostri ragionamenti non hanno senso per il caso limite in questione. Facendo 
i—=s le prime relazioni danno : 


BESATE: 


[SS 


rie=Re=20) 


e queste sussistono. .- 
Le seconde invece sono da sestituirsi con : 


iaent) i I ppipprocot È iii | 
e le terze diventano illusorie. 


4. Per ricorrere ad un caso pratico, scriviamo prima di tutto le riparti- 
zioni di un numero, ad eseinpio il 12 facendo uso dell’ ingegnosa regola di 
Hindenburg (‘) e mettendo in parentesi gli elementi composti di due 
cifre : 5 


(19) Questa può riassumersi come segue: Consideriamo quale prima ripartizione di classe « 
quella formata da « — 1 unità e dall’elemento s — « + 1. Da essa si deduce la partizione 
successiva (e così via per le altre) scorrendo i suoi elementi da destra verso sinistra e fer- 
mandoci a quello che per primo risulta inferiore di 2 unità almeno all’ elemento massimo 
(cioè al primo partendo dalla destra); si aumenti di 1 l’elemento cui ci si è arrestati, e, la- 


“è 











.)( 123 X 
Classi: 1° Di d* 4° DE 
(12) |1(11)|11(10)|1119 |11118 
Cao 12 9 |1128|11127 
3 9 |13 8 |1137|11136 
4 8 |14 7 |1146{11145 
5 715 6 |1155/11226 
HER 129 8 | 1227 |11235 
23 7 | 1236 | 11244 
° 24 6 | 1245 | 11334 
25 5 | 1335 | 12225 
33 6 | 1344 | 12234 
34 5 | 2226 | 12333 
44 4 | 2235 | 22224 
2244 | 22233 

2334 

3333 

Classi : 9° 10* 


111111114 | 1111111113 
111111123 | 1111111122 


111111222 


e dono di ciò risultano pienamente confermati i 


cesimo. 


sciando inalterati tutti quelli alla sua sinistra, si sostituiscano con codesto stesso elemento, 
così aumentato di 1, tutti quelli che sono alla sua destra, eccettuato 1’ ultimo in luogo del 
quale si mette ciò che manca alla somma dei precedenti per arrivare ad s. Non si potrà più 
proseguire l’algoritmo quando si pervenga ad una ripartizione con tutti gli elementi uguali 
oppure della forma hh. ... h,h+L1,h+1....hk+ 1 e ciò ‘indica che non esistono 
altre ripartizioni di quella classe. Nel nostro esempio si è applicata la regola successivamente 


preda tine eo PI 





in 


6% 
111117 


111126 


111135 


111144 


111225 


111234 


111383 | 





7a 


1111116 


1111125 


1111134 


1111224 


1111233 


1112223 


1122222 


125 


82 
11111115 


11111124 
11111133 
11111223 


11112222 
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risultati 


che si 


hanno dai 
quadri sino ai primi undici valori di î e dall’ osservazione fatta per il dodi- 


s_=12 


o=2 


isa 


= 


i—6 


i=8 


i=9 


i=10 


1v==1JDl 


pl 


Per 


Per 


Per 


Per 


Per 
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Perta==1% 


Le Fog SARE 170 ‘1 


ea 


VIZAA Ca PIT (A PIER 7 SR NEO PSRRA PEN MI RBL ile | 
x _ h Ù b 4 « - lg 


i Ri=12 


a=11,10,9,8,7 r=20—s=10, 8, 6, 4,2, R=10; 9, 8, 7, 6 
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SULLA RISOLUZIONE DELLE EQUAZIONI INTEGRALI 
LINEARI DI ORDINE « 


MEMORIA 


DELLA 


Dott. MARTA NANNI (a Bologna) 





Come è noto (') per l'operazione integrale di Volterra 


(1) A(%) Hi Aly) 9(y) dy 


a 


(dove il nucleo A(xy) è una funzione ‘integrabile e limitata in tutta 1’ area in 
cui è definita) esiste Voperazione risolvente 


(oe) 
(2) RNA 
4 


funzione trascendente intera del parametro k, la quale soddisfa alla relazione 
(3) i R--kKAR=A;° 


per tale operazione vale inoltre il teorema: L'equazione non omogenea 


(4) v(2) — ef My) (9) dy =/(0) 


a 


/ 


(4) Confrontare, per es., Lalesco, Introduction à la théorie des équations intégrales. Pa- 


ris, Hermann, 1910. 
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che scriveremo brevemente : 


p_KA(Q) =f 


è 


è possibile e determinata, ammettendo precisamente, per qualunque valore del pa- 
rametro k, un’unica soluzione, finita e continua, data da 


(5). p(0) =f(@) + ER(f@)) = XW"A"(fa)), 


mentre l'equazione omogenea 


(6) pla) — | "A(cy) 9(y) dy = 0 
g— KA(g)=0 


non è risolubile, ammettendo l’unica soluzione 4(x) = 0.- 
Similmente, per l'operazione integrale di Fredholm 


i di 
(7) A(g) =] A(wy) 9(y) dy. 


(dove il nucleo A(xy) è una funzione limitata e integrabile in tutto il quadrato 
O0<zx<1,0<y<1) esiste la risolvente R = XK"! A”, funzione meromorfa 
del parametro k, e vale il- teorema: Per ogni valore del parametro k, che non 
sia polo della risolvente, Vequazione non omogenea 


(8) pa) — if A(xy) (4) dy =f(2) 
p_KA()=f 


ha un’untea soluzione data da 


(9) p=f + kA(f) = ZkA”(f) 


& 
- 


e l'equazione omogenea 
(10) 0 KA(p)=0 


‘ non ammette altra soluzione all'infuori di p= 0. 
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Invece, per un valore k, del parametro, che sia polo della risolvente, l’equa- 
zione omogenea 


(10”) p= KA) 20 


ammette un numero finito di soluzioni linearmente indipendenti ed anche V equa 
zione omogenea associata 


(11) p— k,A(%) = (y) — DÌ Axy) 0(a) de =0 
dv 0 


ammette lo stesso numero di soluzioni linearmente indipendenti. Inoltre, sempre 
per k=k,, Vequazione non omogenea (8) è impossibile o indeterminata: la con- 
dizione necessaria e sufficiente per la possibilità è che la funzione f(x). secondo 


membro dell'equazione stessa, sia ortogonale a tutte le soluzioni dell'equazione 0- 


mogenea associata (11), relativa allo stesso k,. 

Sotto questa condizione la (8) ammette infinite soluzioni e la differenza di due 
qualunque di esse è una soluzione dell'equazione omogenea (10°). 

Ora, riprendendo questi teoremi, mi sono proposta di risolvere le equazioni 
integrali lineari di ordine m, a coefficienti numerici 


(12) EA A gni SS sale (0) e AI) 
(13) O AT AL I (IT 


(dove A è simbolo di un’operazione integrale, 5 una funzione data, o ed © 
funzioni incognite, limitate e integrabili in un certo intervallo) ed i risultati 
ai quali sono pervenuta costituiscono appunto una generalizzazione dei teoremi 
enunciati. Essi possono infatti riassumersi così : 

I) Essendo A simbolo dell’ operazione integrale di Volterra, VU equazione 
non omogenea d’ ordine m (13) è possibile e determinata, ammette precisamente 


(e.°) 
un’unica soluzione data da s = > P,A"(c), i numeri p, indicando i coefficienti 
0 





dello sviluppo in serie di potenze di x del quoziente posto F(x) = ax” 


1 
F(@) 


4 


aid ,,...- @n|f la equazione omogenea (12) non è risolubile, ammettendo 





l’unica soluzione = 0. 


II) Essendo A simbolo dell'operazione integrale di Fredholm, si presentano - 
due casì: 


Ti fi ioni ted i e uo e Da PAPA a CONDI 1, e 
b ey e SR SL 





128 X 


a) che nessuno dei numeri z; radici dell'equazione algebrica 


(14) a A pe SLI 


sia polo della risolvente R di A ; 
b) che alcuni di questi numeri (uno almeno). siano poli della R. 
Nel caso a) l’equazione non omogenea (13) è possibile e determinata, ammette 
(c.0) 


precisamente un’unica soluzione, data da o = > P,A"(5) | D, coefficienti dello svi- 


n=0 





luppo in serie di potenze di x e del quoziente | e lVequazione omogenea (12) 


() 


è impossibile. È ugualmente impossibile Vequazione omogenea associata 


15) Fa(=(a 4" pat... + ano =0 i 


e l’equazione 


(16) Fa(7) = (@A” + 4,4"! 4... + am) (= 


td 


(0) 
ammette l’unica soluzione n = > P.A"(n):. 


0 


Nel caso Db) Vequazione omogenea (12) ammette un numero finito di soluzioni 
linearmente indipendenti ed anche lV’equazione omogenea associata (15) ammette lo 
stesso numero di soluzioni linearmente indipendenti. In questo caso l’ equazione 
non omogenea (13) è impossibile o indeterminata: la condizione necessaria e suffi- 
ciente per la possibilità è che la funzione s, secondo membro dell'equazione stessa, 
sia ortogonale a tutte le soluzioni dell'equazione omogenea associata (15). Sotto questa 
condizione la (13) è indeterminata, ammette cioè infinite soluzioni : la differenza 
di due qualunque di esse è una soluzione dell’equazione omogenea (12). 

Per giungere a questi risultati ho applicati i principi che regolano il 
calcolo delle operazioni lineari in astratto, in modo che i risultati stessi val- 
gono, con leggiere modificazioni di forma, non solo per equazioni integrali, 
ma per una classe più estesa di equazioni funzionali lineari. Basandomi sulle 
proprietà delle operazioni lineari definite in uno spazio lineare ad un numero 
finito di dimensioni (') e sulle proprietà fondamentali del calcolo funzionale, che 
riguardano specialmente la continuità delle operazioni funzionali lineari, definite 





(4) Pincherle e Amaldi, Le operazioni distributive, Bologna, Zanichelli, 1901. Ca- 
ditoli I-IV. 


Co e e ie A e ee OR EZIO VOR (15 PINE SITO pe Si 
i 
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per uno spazio funzionale S (*) (i cui elementi 2 sono fanzioni di una variabile 
x, date in un certo intervallo) ho considerato due specie di tali operazioni, le 
quali hanno la proprietà comune di ammettere una risolvente funzione analitiva 
del parametro. %, le cui singolarità sono indipendenti per posizione e per natura 
dalla scelta dell'elemento su cui si opera e dai valori della variabile x. 

Le suddette specie di operazioni sono appunto : 

a) le operazioni di tipo Volterra o di tipo V. (* nelle quali la ri- 
solvente è trascendente intera rispetto al parametro ; i 

b) le operazioni di tipo Fredholm o di tipo F. (*) che ammettono 
una risolvente meromorfa rispetto al parametro k. 

Mediante semplici osservazioni dedotte dai principi contenuti nelle Opere 
citate sono pervenuta ai risultati sopra esposti, per quanto concerne l’ opera- 
zione integrale di Volterra e il caso a) dell’operazione integrale di F r e- 
dholm; maggiore sviluppo invece ha richiesto lo studio del caso 5), che co- 
stituisee appunto lo scopo precipuo di questa esposizione: ho considerato dap- 
prima equazioni vettoriali che corrispondono ad un’operazione lineare definita 
in uno spazio lineare S, ad un numero finito di dimensioni, poi equazioni fun- 
zionali relative ad un’operazione di tipo F, la risoluzione delle quali è ricon- 
dotta, sotto determinate ipotesi, che si verificano sempre per l’operazione in- 
tegrale di Fredholm, alla risoluzione di equazioni vettoriali in ispazi ad 
un numero finito di dimensioni e di equazioni analoghe a quella di V o.l t e r- 
‘ra; infine ho applicati i risultati così ottenuti alle equazioni integrali. 


I. CENNO AL CASO IN CUI L’ OPERAZIONE A. È DI TIPO VOLTERRA. 


1. Sia A simbolo di un’operazione lineare, univoca, priva di radici, defi- 
nita per uno spazio funzionale S e che ammetta una risolvente R od R,, la 
quale sia : 

1°) funzione analitica del parametro %; 

2°) tale che per ogni % che non sia un valore singolare rappresenti una 
operazione lineare applicabile a tutti gli elementi di $; 

3°) permutabile con A; 

4°) soddisfacente in tutto S alla relazione 


(1) R— RAR=A. 


: Su questa si possono fare le seguenti osservazioni : 
a) La R non ammette radici in S. Infatti se fosse radice di R, quindi 
di AR, sarebbe per la (I), radice di A. 


(?) Pineherie, Appunti di Calcolo funzionale, Mem. della R. Acc, delle Sc. dell’Ist di 
Bologna, (VI), T. VIII, 1910-11, artic. I. 
(4) Pincherle, Memoria citata, artie. III 
vari) Idem, .artio. IV. - 
VOL. UVIII, 17 


VIE 
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b) L'operazione 1 -- kR,, per ogni k che non sia valore singolare di R, 
non ammette radici in S. Essendo infatti, per la (1), R, = A(1+4 XR,), una 
radice di 1-- XR,, quindi di A(1-|- KR,), sarebbe radice di R,. 

c) Per ogni k che non sia valore singolare di R,, non può ammettere ra- 
dici ‘Voperazione 1 — kA. Si può scrivere, infatti, la (1): RA— KA)=A e di 
qui si vede che una. radice di 1—XA, quindi di R(1—KA), sarebbe radice di A. 

d) L'operazione 1-- kKR,, per ogni k che non sia valore singolare di R, 
rappresenta l’inversa dell'operazione 1—KA. Infatti è, per la (1), (1 —KA)(1+XR)=]1; . 
l'operazione (1 + KR)”, in tutto il campo di regolarità della R,, rappresenta 
l’inversa, univoca, fon degenere, dell'operazione (L-— KA)"; più generalmente: 
data una forma lineare in A 


t 


FP, = ah" bai PL CRI ZIA II 


I 


A | —— ; 
(Me e, 1) 
tale che i numeri k,,...,ky, radici del’equazione algebrica 


ka ria et ag= 0 


ml {| 


non siano valori singolari della R,, l'operazione 


/ my ma 
(1 se k,Rx) SR (1 ch KR.) 


rappresenta pure l inversa dell’operazione F, ed è a sua volta univoca, non de- 
genere ed applicabile a tutto S. 


2. Da queste osservazioni discende immediatamente che essendo A un’ope- 
razione di tipo V, data in uno spazio funzionale S, qualunque forma lineare in 
A rappresenta in S un'operazione lineare, priva di radici, onde equazione fun- 
zionale 


(1) F,(0)= (1 





KA). . (1 KA)" (©) = 0 
ammette in S Vunica soluzione ® = 0; Vequazione non omogenea 


(2) F,(0) =(1—KA)"...(1—KA)":(0)=0 


ammette in S Vunica soluzione 


MERI LA SRI IR ASI 
ak, ] P , 


A 


re. 
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che può essere rappresentata dall'espressione 


e: o 
o= D pai "(9) 
0 


dove î numeri p, sono i coefficienti dello sviluppo in serie di potenze di x del 


quoziente 





l 
F(a)” 
Questi risultati valgono in particolare per l'operazione integrale di V o 1- 
terra, che è appunto del tipo considerato. = 
Valgono pure per un’operazione A di tipo F nel caso che nessuno dei 
numeri &,...%,, radici dell’equazione 


)71 | AL { ESSI 
k ni for sl «Wagon (do SUE: 0), 


sia polo della R,. 


II. CASO IN CUI LA A È UN’OMOGRAFIA IN UN S,. 


3. Ricordiamo che (!) un'operazione distributiva A. entro uno spazio lineare 


n 


ad un numero finito di dimensioni, invariante rispetto ad essa, è un? omografia, 
cioè è rappresentabile per mezzo di una sostituzione lineare 


Ala) =aja, +... 1 din 4a (4 Score IRA 


e che la condizione necessaria e sufficiente perchè A non sia degenere è: 





arl 0: 


La risoluzione delle equazioni 
(1) dee °° Falo) = (a A+ a, Ad... + 1) (0) =0 
2) Ho (An Ardea, 
(che si possono chiamare equazioni vettoriali in S,) consiste nella determina 
zione dei coefficienti che individuano gli elementi incogniti © , 6 dati che siano 


i coefficienti di 


GOZC4L HA 043 


(4) Pineherle e Amaldi, Le operazioni distributive. Cap. IV, N. 76 e neg. 





SS quelli della forma 





: Fi=@A" + a Am 1 


e il determinante |a,. 
Si possono considerare come casi particolari della (1) le equazioni omo- 





genee.: 
(3) (1—KA)(@)=0; 
(4) (1 — LA)"(0)=0 


_e come casì particolari della (2) le equazioni non omogenee : 


(5) | | A0)=9; é 
(6) A"(0)=6; 

(©) 1—-kA)()=5; 
(8) (L= LAY = 9. 


4. La risoluzione delle equazioni (3) e (4) è già contenuta nel Cap. IV 
dell’opera citata Le operazioni distributive, dove viene posta la questione 
della ricerca degli elementi invarianti rispetto ad un’operazione A i 


(9) A(d,) = dii %, | (Je Jr] + Ain A, (è n sé b) 2 , Le Ra , n) 
lineare, non degenere in un S, (4,300. Cn) 
Questa questione, che in sostanza coincide con la ricerca dei divisori ele- 
mentari di Weierstrass per la riduzione di una forma bilineare a forma 
- î 
canonica, si può presentare nei seguenti termini: Tra le forme lineari di primo — 
; Î 


ordine in A, E=A—c, esistono operazioni degeneri in S,? In risposta a tale 
questione viene dimostrato che affinchè un elemento ® di S, 


© 90%, ad P Va 4 
sia invariante rispetto ad A, soddisfi cioè alla relazione 


È A(0) =c0, 


ne 
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i suoi coefficienti v, ,...,t, devono soddisfare al sistema 


(4,, DAI e) d, "e LO 5 Un UV, = () 


be 10) Sung 7 


Ag U, 40 < (dann — O =0 


e che quindi condizione necessaria e sufficiente affinchè Voperazione E,=A—c sia 
degenere in S,, è che il numero e sia radice dell'equazione 


AREZIERO, DINT dial 


(11) i e e A 


© 


Sa 





È A}, Ùo . . din 


la quale viene detta perciò equazione fondamentale dell'operazione A. Da questa 
condizione segue che una potenza EP ==(A — ce) non può avere in S,, una radice 
propria (non radice di B-!) se c non è radice dell'equazione (11) e che se questu 
ammette le radici c,,6,,.....,6, degli ordini n,,NR,,.....,0 


, Vispettivamen- 


te, (4 + «.. n, =) lo spazio S, si scinde nella somma di q spazi 

Sn 3 Sn, +3 Sag. Ad n, Ma dimensioni, ognuno dei quali è inva . 
riante rispetto ad A. Lo spazio Sn, contiene tutte e sole le radici di Be, = A—-6; 

e delle sue potenze: di esso si può costruire un particolare sistema fondamentale, 

i cui elementi, linearmente indipendenti, si possono disporre nel quadro 


UN 
n pi ; 7 ) d 
Na E 10 PITON Meta 
(12) (H,) . . . . . . . 
CALA RA 
ed ammettono le seguenti proprietà: 
a) Gli elementi di ogni linea orizzontale definiseono lo spazio di radici 
proprie della potenza di B, il cui esponente è uguale all’ apice posto agli ele- 
% 
menti della linea stessa ; 
Db) Gli elementi di ogni colonna verticale, detta colonna elementare, s0d- i 
; : 2 ’ 
disfano alle relazioni 
4 È 1 
AN: } n Cl; Ma ; 
3 pes Lo 
Ani,® SITA) ge 
(18) 
ti An; fin) = Mi Per) + c; Ma, Lin) $ 





a u èt 


eno ee RA alt 


e b PN 
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“ 

e definiscono’ pertanto uno spazio Sp,, A p, dimensioni, invariante rispetto 
ad A. 

Si può dire così che lo spazio 31% a sua volta è decomposto, nella somma 

di un numero finito d, di spazi invarianti rispetto ad_ A, Vumo all’altro esterni, 

corrispondenti alle diverse radici proprie, linearmente indipendenti, delle successive 

potenze di B,. Quando lo spazio S, è così decomposto si dice ridotto a forma 


canonica ; gllora la matrice dell’operazione A è così costituita: la diagonale prin- 
cipale è formata di n, elementi uguali a c,, di n, elementi uguali a 6,,. di n, 
elementi uguali a c,; la destra è tutta di zeri e così la sinistra, eccettuata la, 
parallela immediatamente inferiore che è costituita di unità, e di zeri all’ inizio 
di ogni colonna elementare dei corrispondenti quadri (H,) , (H)) , ..., (H,)- 

Si ha poi (!) che nel determinante Al(c) vi è un divisore elementare, potenza di 
c— e, per ogni colonna elementare del quadro (H,), e che Vesponente di questo è 
uguale al numero di elementi della colonna stessa. 

Così, alle 4, colonne elementari del quadro (H,) contenenti rispettivamente 
Piy > Pia 3° Pia; elementi, corrispondono i d,.divisori elementari del deter- 


minante A(e) 
(6-#+ 0, e PeR 
(ile 


5. In base a questi risultati si può dire allora che i numeri invarianti k, 
pei quali sono possibili le uguaglianze 


(3) (1 — KA)(0)=0; 
(4) (1 — KA)"(—= 0 


sono tutti e soli gli inversi dei numeri c,,,,..+,0, radici dell equazione 
(11) fondamentale di A,.che si può serivere 


(11‘) Ale)=(e—ce)(e— e): ..... (e 0)'e=0 


% (mn 4+ n=); 


(!) Le operazioni distributive, Nota III, pag. 471. 
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e 
vale a dire le equazioni (3) e (4) sono possibili (ammettono solazione in $,) 
solo per i valori di &k,k% = —, radici dell'equazione algebric: 
6; 
(14) d(k) = (i — Ri)" (kde... (= 0 


(ee) 


reciproca dell'equazione fondamentale di A. 
Precisamente : ? operazione (1 — k,A)" ammette come spazio di radici il 
sottospazio di S 


= 


delle prime m linee orizzontali del quadro (H,). In particolare, per m = 1, lo 


n; o di cui un sistema fondamentale è costituito dagli elementi 


spazio di radici dell operazione 1 — k,A_ha il sistema fondamentale 7, , 


MO gg ee N a;3 per mp; (pi massimo fra i numeri py , Pa) +-+, Pia;) 10 spa 
zio di radici dell’operazione (1 — k,A)" coincide con l’intero spazio S,,, Ossia 
Ù 


la (1 — KA)" è fotalmente degenere in S 


na 
6. Data Vequazione omogene: 
(1) i F.(0) = (a A" +a,A4"4'-L...41)(0) —=0 


siano ì numeri 2,,%,,..., le radici dell’equazione caratteristica 


(15) fa) =" +a 


m=1 


AL... +agHta,=0 





e siano m,,M,,-..,m, (mM m,+...4m==m) rispettivamente gli ordini 
di molteplicità delle suddette radici: l'operazione 


PT VOTO Rig VOLVO, PR na eV 


ammetterà radici soltanto se qualcuno (uno almeno) dei fattori (1 — 2;,A)" 
sarà degenere, quindi soltanto se uno almeno dei numeri ,,%,,...,8; Sarà 
radice dell’equazione (14). 

Ricordiamo ora il noto teorema sulle radici di un prodotto: Se due ope- 
razioni lineari sono permutabili e non hanno radici comuni, lo spazio di radici 
del loro prodotto è la somma degli spazi delle radici dei fattori (‘). 

Ciò posto: se alcune delle radici dell’ equazione caratteristica (15) sono 
anche radici dell’ equazione (14), reciproca dell’ equazione fondamentale, se è 


1 


alii ki < 8), 





(4) Pincherle e Amaldi, Le operazioni distributive, Cap. III B, 





lo spazio di radici dell’ operazione F, è la somma degli spazi di radici delle 
operazioni 
A m n Mg i " 
(1 — KA), (1_ RAY", (1 — KAYM 
che sono commutabili, degeneri di specie finita, senza radici comuni; esso per- 
tanto ammette il sistema fondamentale costituito dagli elementi delle prime w, 
linee del quadro (H,), delle prime »m, linee del quadro (H,)... delle prime m, 
linee di (H,). - 
Vale la pena di osservare che se, in particolare, risulta 
] 


a,=k,,...,8,=k (ss. ed. m=>p) (i==1,2;%..:9) 


[pi massimo fra i numeri degli elementi delle colonne elementari di (H,)] se, 
in altri termini, il polinomio f(#) ammette come fattore il polinomio 


ma)= (e — 2)Pr,..., (e 2), 


che è il m. ce. m. dei divisori elementari del determinante d(2), l'operazione F, 
ammette come spazio di radici l’intero spazio S,. Anzi l’operazione 


(E KAI AIA 


rappresenta la forma lineare di minimo ordine in A, che risulti totalmente 
degenere in S,,. i 


7. Ricordiamo che per ipotesi l’operazione A non è degenere, cioè che non 
è nullo il determinante |a,,| relativo alla sostituzione lineare (9), che definisce 
l'operazione A ; allora la equazione non omogenea 


(5) A(0) =0 


x 


ammette l unica soluzione o = A-!(9), dove l’operazione A-! è rappresentata 
dalla sostituzione lineare 


BATH) = AGRA STA 9A 


—_ en ___r 
SS . 
Lal 
® 
ect 
Lei et 
SR. 
Cate 
> 
Rx 








ed 
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nella quale A,, rappresenta il quoziente dell’elemento reciproco di a,, nel deter- 
minante [a,.| diviso per il determinante stesso, che, per ipotesi, è diverso da 
Zero. 


Analogamente l’equazione (6) A”(5) = di ammette pure l unica soluzione 
o=A-"(3). 

Così pure l’equazione (2) F,(5) ==5 ammette l’unica soluzione s=(Fa)-!(6) 
nel caso in cui nessuno dei numeri 2, ,%,,.. e 2s, radici dell’equazione (15) sia 
radice dell’ equazione (14) d(2) = 0, reciproca della fondamentale. In tal caso, 
infatti, l'operazione 


Rie 2A (LA), 
risultando prodotto di operazioni non degeneri, è non degenere. 
Questo vale, in particolare, per le equazioni (7) e (8). 
Se invece qualcuno dei numeri 2,,...,%; risulta radice dell’equazione (14), 
in altri termini, se i 2 polinomi f(e) e (e), quindi F(x) e A(x) ammettono ra- 
dici comuni, se, ad es., è zz =%,,...,2,=k, l'operazione 


RA AA) 


0" 8) 


risulta degenere in $,,; abbiamo già notato nel numero precedente quale ne 


sia lo spazio di radici. La sua inversa (F,)-! non è quindi applicabile a tutto 
$, e non è univoca (*), quindi l’equazione (2) F,(0) =0 è impossibile o inde- 
terminata. Se si riduce S, a forma canonica, se si sceglie in S, un sistema 
fondamentale analogo al sistema (12) del n. 4, si trova allora facilmente che 
la condizione necessaria e sufficiente affinchè la (2) ammetta soluzione è che nello 
sviluppo di 6 in Funzione lineare degli clementi del sistema fondamentale scelto 
in Sn, manchino i termini corrispondenti agli ultimi m, elementi di ogni colonna 
elementare del quadro (H,), agli ultimi m, elementi di ogni. colonna del quadro 
(H,),... agli ultimi m, di (H)). Sotto questa condizione la (2) ammette infinite 


soluzioni: due distinte di esse differiscono per una radice di F,. 


8. Riassumendo : Definita in S, V omerazione A distributiva, univoca, non 
degenere e data una forma lineare in A 


I St A” AP a ASTI + A" Am-1À | 1 


(') Le operazioni distributive, n. 50-52. 
YOL. LVIII, 18 


RAR ST VR” e TOI UA TLT] 
a À A 
ù 


“ng Si 


e "TO 








1° membro dell’equazione fondamentale di A, ed 
Fa) = + agett dt ..+ iI 


a) Se Aa) ed F(a) risultano primi fra loro, Vequazione non omogenea 


a | 


(2) Piove 
è possibile ed ammette Vunica soluzione 


Ga (E.)-!(9) ’ 


mentre Vequazione omogenea 
(1) Filo) =0 


non ammette in S, altra soluzione al’infuori dell'elemento 0. 
b) Se A(x) ed F(x) ammettono le radici comuni c,,0,)...,0r, Se È 


Aa) =(a— 0), (ele) 
Fia) (e — 6) i ile 0) Ea) 


con A(x) ed F,(x) senza radici comuni, decomposto S, nella somma di. q spazi 
Sn, VOR Sn? di cui siano scelti i sistemi fondamentali rappresentati nei quadri 
(H,),(H,),...,(H,), risulta che Vequazione omogenea (1) ammette soluzione in Sy, ; 
propriamente lo spazio di radici dell'operazione F, ha per base il sistema formato 
dagli elementi delle prime m, linee del quadro (H,), dagli elementi delle prime m, 
linee del quadro (H,),... da quelli delle prime m, linee di (H,)). L'equazione non 


x . 


omogenea (2) è in questo caso 0 impossibile o indeterminata: la condizione meces- 


x 


saria e sufficiente per la possibilità è che nello sviluppo di o, [2° membro del- 
la (2)] in funzione lineare degli elementi del sistema fondamentale scelto, man- 
chino i termini corrispondenti agli ultimi m, elementi d’ ogni colonna elementare 
di (H,), agli ultimi m, elementi d'ogni colonna di (H.),... agli ultimi m, d’ogni 
colonna di (H,). Sotto questa condizione l'equazione (2) ammette infinite soluzioni: 
due distinte di esse differiscono per una radice di F,. 
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e) Se, in particolare, F(a) ammette come fattore il m. c. m. dei divisori 
elementari del determinante Ax), l'operazione F, è in S, totalmente degenere, ogni 
elemento di S, è una soluzione delequazione omogenea (1), mentre V’equazione non 
omogenea (2), F,(6) = 0, dove sia 6 + 0, è impossibile in S,,. 


III. CASO IN CUI A È DI TIPO FREDHOLM.— DECOMPOSIZIONE DELLA F, 
E RIDUZIONE DELLE RELATIVE EQUAZIONI AI CASI PRECEDENTI. 


9. Consideriamo lo spazio lineare S, ad infinite dimensioni, i cui elementi 
sono funzioni di una variabile, date in un certo intervallo e in questo spazio 
un’operazione A di tipo F. 

Essendo %, polo della risolvente R,, di ordine p, vale la decomposizione 


b 


2 gli I D 


(1) Vidor ne oa IL E see, 


dove R è tale che lo sviluppo in serie di potenze di X, — X, che la rappre- 
senta nell’ intorno del valore #,, converge uniformemente in ogni elemento 
di $S; B,,B,,...,5B, rappresentano operazioni lineari in S e sono indipen- 
denti da &. 

Sostituendo l’espressione di R, data dalla (1) nella 


(relazione caratteristica per la risolvente) moltiplicando per (k, — 4)? e passando 
al limite per K=%,, si ha (per qualunque elemento di $) 


Gi 


B,(a) —4,AB;(a) =0 


dalla quale risulta che il numero &,, polo della R, è numero invariante per A, 
onde, ricordando l’osservazione c) del n. 1 si può dire che è numeri invarianti 
per un'operazione A di tipo F sono tutti e soli i poli della R,. 

Sostituendo ancora la suddetta espressione di R, nella 


(3) È LA —_ dx sr (h — k) RR 


che è pure wifa relazione caratteristica per la risolvente (4!) ed applicando il 


» 


n 


(4) Pincherte, Sulle operazioni lineari. Rendic. della R. Accad. dei Lincei. Vol. XXI, 
serie V, 2° semestr. fascie, 9, 1912, pag. 574. V. anche L'alesco, Introduction à la théorie 


des équations intégrales, pag. 43. 


“dti 
È VAT 
Ta 
nb 
n 


> SR e 


PERA a E 


Ma 
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principio di identità, si perviene alle uguaglianze : 
a) | Re co Ry aaa (A e k) RR 


b) BR 06510 ; e ERPIRAR E 


: B, 
1 indicando e ) zi 1 2 io 
ed indicando con Q, l'operazione È at ce 


k, — k 
c) Q,— QQ = (£ — k) QQ 
d) Bi==D% 
e) Bi = B,B, nonni B,B, 


Va] 


bi=BBo = Bbc 
9) B?=0 


e da queste si deducono varie proprietà : 
la a) esprime che la R'‘, è una risolvente, precisamente è la risolvente 
dell’operazione R',; 
la d) esprime che la R' e le B, sono ortogonali (!) (tali cioè che il loro 
prodotto è —= 0), quindi sono ortogonali la R' e la Q; 
| la c) esprime che anche la Q, è una risolvente, precisamente è la ri- 


B B B o Se 
solvente dell’operazione Q,= e + RO de. + n quindi risulta 
1 1 1 


ARI 


la d) esprime che l’ operazione B, è autogena: applicata ad elementi 


di S dà per risultati elementi di uno spazio S,, evidentemente lineare, con- 


tenuto in S, per gli elementi del quale essa (quindi ogni sua potenza) coincide 


con l’operazione identica ; 
dalla e) si può dedurre che B, trasforma S nel suddetto S, ed S, in sè; 
la 7) esprime che le operazioni B,,B,}...,B, sono rispettivamente le, 


(4) Pincherle, Sulle operazioni lineari, (Nota cit.). 





a ll. 0 ae vo vat e A br È i + : FIERA 


T&T ){ 


iterate 2*,3*,..,,p—1”° di B,, quindi esse, e di conseguenza l’ operazione 


Quei dk+i dt... + e O 
- "4 1 ", 4 È kl 

trasformano S in S, ed applicate ad elementi di S, danno per risultati ele- 
menti di S, medesimo ; inoltre ogni elemento di $, risulta radice di R’,: es- 
sendo R' ortogonale a Q: segue che la Q in S, non ha radici, essendo 
A=Q 4 Ri, 3 | 

la relazione g) risulta in particolar modo significativa nel caso che S, 
si riduca ad un numero finito n, di dimensioni, come appunto accade per la 
operazione integrale di Fredholm. In tal caso la Q sarà rappresentabile 
in S,, per mezzo di una sostituzione lineare a determinante diverso da zero 
ed ammetterà in S,, l’unico numero invariante %,, essendo la risolvente di Q, 
l’operazione 


Br! 
(k, Der: k)" 





PRE e [ 
e E i 


che ba Vunico valore singolare 4 = %,. In questa ipotesi, che S,, sia ad un 
numero finito di dimensioni, sì può dedurre dalla g), con facili considerazioni 
che omettiamo per brevità, che il numero p, ordine di k, come polo della R,, 
è uguale al massimo esponente dei divisori elementari del determinante che costi- 
tuisce il 1° membro della equazione fondamentale di Q in S,, (!), ossia è uguale 
all’esponente della minima potenza dell’operazione Ex, =1— k,Q, che risulta to- 
talmente degenere in Sa è 
Dalla decomposizione della risolvente R, in 


VI 


B B sbrce i i 
EZIO pe PRI or dari 








abbiamo dedotto che anche la A Si scompone nella somma 
A=R=Q+tRh; 


dove Q, ed R', hanno per risolventi Q, ed R'‘, e che corrispondentemente lo 
spazio S si scompone nella somma di uno spazio S,, generato dall’ applica- 
zione di Q ad S e di uno spazio residuo $'; ogni elemento di S, è radice di 


(1) Questa proprietà è dimostrata, per un’operazione integrale, da E. Goursat, Recher- 
ches sur les équations intégrales linéaires. Annales de la Fac. des sciences de 1° Univ. de Ton- 
lonse, (2), t. 10, 1908. 








R/. Ora «se lo spazio S, è ad un numero finito n, di dimensioni, applicando 
la Q ad un elemento o arbitrario di S si ottiene un elemento 2 = Q(6) appar- 
tenente ad S,,, per il quale esisterà in S,, un elemento ‘ed uno solo o, tale 
che sia Q(5,)) =; [n. 7] si ha allora che l’elemento 0° = 6 — 0, è radice di Q, 


onde un elemento o qualunque di S si può decomporre, e in un sol modo, nella 
somma 


ao,46 


con 5, elemento di Sn,, quindi radice di R', e 0' elemento di S' e radice di Q. 


10. Ora, più in generale, siano &,,%,,...,%, poli della R,; vale la de- 
composizione 


: i “I Bi Bip; i 7 
R, — RS LI IT + Ru. 





x 


In modo analogo a quello del numero precedente si giunge alla decomposi- 
zione di A nella somma 


ATSRPI NERE c 


dove 











Q; Baj Ba CRA A Bini _ Ba Shi Ba 1 i Pea 
dei a ha | k?, k; ke Matt | ky 
ha per risolvente l’operazione 
B, Be Bg ; 


a AL Sg (k,— kh? rta (&, - kyPi 


e T ha per risolvente 1’ operazione R',, funzione analitica di %, regolare per 
i =k (i =1;2-:.,1) e per di più ‘Q,5Q,,.:-;@,T sono ortogonali fra 
loro a due @ due; conseguentemente lo spazio S si scinde nella somma di L' 
spazi generati dall’ applicazione delle Q,,Q,;...,Q, ad S e di uno spazio S' 
radice di ognuna delle Q, Nel caso in cui i primi { spazi risultino ad un 
numero finito n,,%,,...,%, di dimensioni si ha 
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ed ogni elemento c di S è decomponibile, e in nun sol modo, nella somma 


G_ 5, +0, 4... 4943 


dove 0, si dirà la componente di 6 in Sp. 


In S, la Q; è un’ omografia non degenere che ammette %, come unico 


numero invariante : l’equazione fondamentale di Q. in Sn; è 
| i i 
fi =0; 


i divisori elementari sono potenze di %, — k, il massimo esponente di questi 


è eguale al numero p,, ordine di k, come polo di R,; in S,, si può seegliere 


un sistema fondamentale di elementi 


SUD) ; (pid) 
Ta ti . . . lia, a 


0) Mm 
Na CURSE RATORI, 1 


aventi le solite proprietà ricordate al n. 4, in modo che la componente 5, 


sarà esprimibile a sua volta nella’ somma 


d; 
= ; n I | en (2 | ‘ Dip 
07 sia Ain Mir ) n Ud; È) Iir ) "| a LL irpini! i; ), 


nel 


, 


Un elemento 0, di S,, è radice di ogriuna delle Q; (j == è) e della T; un 


elemento o’ di S' è radice di tutte le Q, per cui sussistono le ugnagliafze: 


(1) Q(0) = Q(0o, +0, +... +0+...+ 9,40) = Q(0) 


I o | 


(2) A(0) =(Q) + Q, +... 4.4.4 Qt T) (0) =: Q(0)) 


(3) RNA ian prete DT) (0°) = T(0°). 


+ 


11, Data, ora. una forma, lineare d’ordine m in A 


Rigate ang AE I 


r » o’ Alda | AE e Se AP rien 4 Se 0 VINTA ent” Ti Ù dal VI AMI % dii 


— l44 — 


(dove il coefficiente di A° è supposto essenzialmente diverso da zero, quindi 
si può, senza inconvenienti, ridurre all’ unità) ci proponiamo la ricerca degli 
elementi .e 6 di S che soddisfano rispettivamente alle relazioni 


(2) IRCe= 6 


(5 elemento dato in S). 
Essendo e,,2,,..:,%; le radici del polinomio 


f@=e + dnat 1 + a + aL. 4 
degli ordini di multiplicità m,,m,,...,%,, si può scrivere la F, nella forma 


Fi= (1-4 AJ — 2, A); 3 A 


e si presentano due casì : 
a) che nessuno dei numeri 2,,...,%, Sia polo della risolvente R di A; + 
è) che alcuni fra questi numeri, ad es. z =%, ,...,=%*; (con 
1</<s) siano poli di R. 
Nel caso a) la (1) ammette in S VP unica soluzione © = 0 e la (2) l’ unica 
soluzione 


o=(1-k,Ry,)",...,(1+%kRx":(0) 


rappresentata anche dall’espressione 


0 
0 : pA"(6) 


dove i numeri p, sono i coefficienti dello sviluppo in serie di potenze di « del 





quoziente ; ciò è già stato osservato al n. 2, 


1 
F(x) 
Nel caso bd) la A risulta decomponibile nella somma (numero precedente) 


A=Q,+9, +... LQ+T 


e corrispondentemente lo spazio S si scinde in 2 -+ 1 spazi, i primi ! dei quali, 
per ipotesi (numero precedente) sono ad nn numero finit ) di dimensioni : 









lee ir diet 
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Segue pure dal numero precedente che 1’ elemento incognito ©. si scinde 
nella somma 


uz®, 4-0, +...+0+0 


e similmente 


o=0, +0, 4-...4+-0,4 0 


o=09+9,+...+9+0. 


Ciò posto si può dimostrare che la risoluzione delle equazioni (1) e (2) 
sin S si riconduce a quella delle equazioni vettoriali 9 


(1°) i Fa{(0) «0 


nei rispettivi spazi Sn; (problema trattato nella 2* parte) e a quella delle equa- 


zioni funzionali 


” 


(1°) i F(0) = 0 
(2) F,(0°)= 0 
in S' [queste ultime sono del tipo considerato nel caso a), poichè la T am- è 


mette come risolvente la R',, che. non ha come poli i numeri 2,,2,}..., 2%] 
La dimostrazione si ottiene facilmente tenendo conto che : i 


A=Q,+Q+...+Q+T 


8,=Sy,+Syt + St S 


dove S,, è invariante per Q,, quindi per Fg, ed S’ è invariante per T, quindi 
per Fr, che le Q; e la T sono fra loro ortogonali, e che è unica la decom» 


posizione degli elementi w, 0, 0. 
VOL, LVII, 19 
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12. Poichè la risoluzione delle equazioni (1) e (2) si riconduce alla riso- 
luzione delle (1’) e (2’) e delle (1”) e (2”), conviene esaminare particolarmente 
tali equazioni. i i 


a) La (1”) Fy(w)=(1T—2,T7)"%,...,(1—2.T)":(w)—=0 ammette l’unica 
soluzione w' = 0 poichè la risolvente R' di T non ammette come poli i numeri 
sky = hope atea a VASO DERTTI 


8) L’ operazione rappresentata nel 1° membro dell’ equazione (1’), cioè - 


l'operazione 


Hoegids a Qi ii 00 dai 
in quanto Q; ha in S,, V unieo numero invariante z;= k, (numero 11) am- 


mette in S,, tutte e sole le radici del fattore (1 — k,Q,)"" ed ha quindi co- 


x 


me spazio di radici [n. 5] quello, di cui un sistema fondamentale è costituito 
dagli elementi delle prime »m; linee orizzontali del quadro (H,). 


‘) La (2”) F(0)=(1—e,D)"% ... (1— a;T)":(09) —=0’ ammette in S' una 
soluzione ed una sola, poichè la risolvente R' di T non ammette come poli i 
numeri. 2, == k,} ix, WE 0 e SSL DA CAROSI ELI 


(0.2) (0.°) 
= Yp,T)=Yan AE) 
0 0 


essendo T(0°) = A(0°) [n. 10). 
0) La (2°) Foo) (1-20). (120). (1 —_ 2,Q.):(0)=-0; può 


in questo caso, risultando il fattore (1 — <Q)" degenere in Sn;y>.0 non am-, 


mettere soluzione in questo spazio o ammetterne infinite [parte 1* nn. 7, 8] e. 


x 


la condizione necessaria e sufficiente per la possibilità è che nello sviluppo 


di o, in funzione lineare degli elementi n del quadro (H,) manchino gli ultimi 


m; elementi di ogni colonna elementare del quadro stesso. 
Si conclude : 
1) L'equazione omogenea 


nel caso iu cui le radici del polinomio 


"di (2) — pot + Ti osi Alta + FAL + d,x + do 


SZ NO ER 
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siano poli della R, ammette come spazio di radici quello determinato dagli ele- 
menti delle prime m, linee del quadro (H,), delle prime m, linee di (H.),... delle 
prime m, di (H;) 
Se, in particolare, risulta m, = p,;...,m,= p;; (ricordiamo che m, è Vor- 
dine di multiplicità di e, in (2) e p, il massimo fra i numeri pi, ..., Pia, di 


‘elementi delle d, colonne elementari, di (H;), il quale massimo è uguale all’or- 
dine di 2, =, come polo di R,) lo spazio di radici di F, è l’intero spazio 
>, Sn=Sn, + Sn, Arras 


JI) L'equazione non omogenea 
(2) F,(0) =0 


o non ammette soluzione, o ne ammette infinite: la condizioue necessaria e suffi- 
X 


in fun- 


ciente per la possibilità è che nello sviluppo di 6, componente di o in S,, 


zione lineare degli elementi di (H,), siano nulli i coefficienti dei termini relativi À 
agli ultimi m, elementi di ogni colonna elementare del quadro (H,). Sotto questa 
condizione Vequazione è indeterminata: due soluzioni distinte di essa differiscono 
per una radice di F,. 

Nel caso particolare in cui sia m,= p; (i=1,2,...,0), essendo questo 
spazio lo stesso S, = Sa, +...- 4 Sn, la condizione necessaria e sufficiente 


per la possibilità della (2) è che sia o = 0" elemento di S'; sotto questa con- 
dizione esiste in S' un’unica radice della (2), data da 


(0°) n ce) 
= pa") pA"(3) 
0 0 


ed in $ infinite soluzioni date da 


o=o 4 n 


essendo n un elemento arbitrario di Sh = Sn, +-+ Sn, 


IV. APPLICAZIONE* ALLE ‘EQUAZIONI INTEGRALI. > 
CONDIZIONE DI RISOLUBILITÀ. 


x 


13. In quanto precede si è supposta l’operazione A un'operazione lineare, _ 
quindi tale anche la F,, senza precisarne la natura; ora vogliamo considerare 
il caso particolare in cui la A sia un’operazione integrale, 
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‘ Si consideri adunque l’operazione integrale di Fredholm 


A(g)= J A(cy) 9(y) dy (*) 


0 


a nucleo limitato e integrabile; tale operazione applicata allo spazio S, i cui 


elementi sono funzioni limitate e integrabili nell’intervallo 0 ...1, soddisfa alle 


ipotesi ammesse per l’ operazione A di tipo F, considerata nel Capitolo III, 
poichè appunto la sua risolvente R, che è l’operazione integrale 


R(g)= Ji R(2y) 9(y) dy 


a 


ha per nucleo la funzione 
Y . 
Ray; == 


quoziente di due funzioni D e è trascendenti intere rispetto a %, di guisa che 
il nucleo medesimo risulta funzione meromorfa del parametro (?). 


Similmente, l’operazione integrale A 


A(9)= J A(vy) g(a) da 


DO) 


aggiunta di A, ha per risolvente l'operazione integrale R definita dallo stesso 


nucleo R(xy), nel quale però x va considerata come variabile d’ integrazione 
ed y come variabile parametrica, 


I numeri invarianti di A e di A sono tutti e soli i valori di %, radici 
della funzione è(X); si può dire quindi che per le equazioni + 


(1) F.(w) —0 
(2) Fo). 0 
(4) Qui, e nel seguito, indicheremo l'operazione e il relativo nucleo con la medesima 


lettera, ma con caratteri diversi. 
(?) Confrontare, per es. Lalesco, Introduetion ecc. 






I 
i 
| 
| 
| 


à iu. vr Lia: CETO GA Pl e # 
n S ( 
; Di) 
. 
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come per le 
(1°) Fx(1) =0 
(2) Fx(a=7 


valgono i risultati dei numeri precedenti. In quest’ultima parte vogliamo ap- 
punto mostrare come la condizione necessaria e sufficiente per la possibilità 
della (2) nel caso 5) ivi considerato si traduca nella condizione che la funzione 
9, 2° membro della (2) sia ortogonale a tutte le soluzioni dell’ equazione omoge- 
nea (1°). 

Essendo dunque data la forma 


F\0A4"+..0. + 0mnA+1=(1— 94,4)". .. (1-24) 


e supposto che i numeri 2, = %,,...,2,=k, (1 <l=<<8) siano poli della R, 
[in questo caso radici di d(4)] il nucleo R(«y;%) si decompone nella somma 


(4 





B, A B, i 
(3) Ray;i= 7 Si +4 E + Roy; 8) 


e corrispondentemente l’ operazione A nella somma di + 1 operazioni, orto- 
gonali 2 a 2, 


A-Q19t..-tQ+T 


. . ! . 
dove la T ha per nueleo riso!vente la funzione R,(xy ;%) meromorfa rispetto a 
k, per la quale i numeri X,,...,%, non sono poli e dove ogni Q, ha per nu- 
cleo la funzione di @, y 


“n 


Ss B,.(44) B, p(y) 
(4) Cei 
e per nucleo risolvente la funzione di a, y, % 
B,;(y) B,p;(y) 


a = tp, 


cioè la parte principale del nucleo risolvente R(xy ;%) relativa al polo X,. Sap- 
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piamo poi che le operazioni B,, ,...,B,p; le quali dànno 


Bipi 
at vere va 


e che in questo caso sono le operazioni integrali definite rispettivamente dai 
nuclei B,(xy), ...,B.p:(%y), devono soddisfare alle relazioni 


Bia Ba ; 
Bs =B;Bo= Ba Ba ; 


Bir BiBa =Ba babi 


Bip; =Ba Bip,-1=Ba Bis p;°=Bxa pi ascendente di B;,; _ 
‘Bri =05 


siamo quindi condotti ad esaminare la natura del nucleo di un’operazione in- 
tegrale della forma 





4 bra È 
qui+pa baile: i 


in cui le B soddisfano alle relazioni (5). 









14. La prima delle (5) mostra che B,, è um’operazione autogena; conviene 
quindi esaminare un poco tale tipo di operazioni. 
Per un'operazione integrale autogena H di nucleo H(xy) sono dimostrate (‘) 
le seguenti proprietà : 
a) Il numero 


4 


n=|{H(xx) de 


0 


detto traccia del nucleo H(xy), (che si suppone sempre limitato e integrabile mel 
quadrato 0<x <1,0<y<1)è, per un'operazione autogena un numero intero. 
Da ciò risulta che, affinchè la traccia del nucleo di un’ operazione anto-. 
(‘) Nelle lezioni tenute dal Prof. Pincherle all’Università di Bologna. Queste proprietà | 
sono anche esposte, per quanto in forma meno espressiva, nell’opera di T. Lalesco, 


"tati iatale 
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gena sia 0 è necessario e sufficiente che sia il nucleo stesso identicamente 
nullo. 


B) Umoperazione autogena, nel campo delle operazioni a nucleo limitato e 
integrabile, ha per nucleo un polinomio della forma 


Hey) =a,(@) BM) +... + a,(0) B.(4) 


dove le funzioni a(x) e B(Y) soddisfano alle relazioni 


È - Pili ner = 
(6) Sa fa p,(t) dt si 
0 per r+8. 


Da queste relazioni si ha precisamente che 
i Ieri 1 
fio da = fto B()+...+ an) p,.(0)] da =» 
0 0 


e che le funzioni a,,...,@, e cosìle B,,...,, sono linearmente indipendenti. 
Risulta pure dalle (6) che l’operazione autogena H trasforma lo spazio S nello 
spazio S,(0,,-..,%n), entro il quale H è V’operazione identica. 


15. Vista la natura del nucleo dell’operazione B,,, esaminiamo quello della 
B,, e delle sue iterate. 


Per un’operazione B,, che soddisfi all’uguaglianza 


B, = B,B,= B,B 


214 e Sa 


dove la B, è un’operazione autogena, quindi tale che il suo nucleo può rap - 
presentarsi nella forma 


Bey) = Na,(2) 8.0), 


Peel 


si dimostra (') che il corrispondente nucleo B,(ry) è della forma 


B,(xy) > Don a,(c) By) > (Cc, coefficienti numerici). 


Penn A sai 





(1) Vedi opere citate. 





Segue che per la prima iterata B,° il nucleo è 


B,® ES De a,(0) B.(9) 


Pual Sal 


dove 


»% 
lA n 
€ gf Civ Cvi 


Vi 


risulta un elemento dell’iterata seconda della matrice quadrata $0,,. 
Analogamente per le iterate successive, sicchè infine per l’ultima iterata 
By il nucleo è 


B,4io)= Dan a,(2) 8.(9) 


Pi Sui 


con €,,-° elemento dell’iterata p — 1”“ della matrice $0,,. 
Si deduce da quanto precede che il nucleo dell’operazione 


B A 
= ++. + : 





der, 


dato da 


B B B_0_1) 
Cry) = DEV 4 BI 4 A 


risulta lineare nelle a e nelle f, come le funzioni B ed ha quindi un’ espres- 
sione del tipo 


(©) Oy) =D Dig ala) B.0) 


pei Ve 


(guy coefficienti numerici). Di qui si vede immediatamente che la Q trasforma | 
S in S,(0,,...,0,) ed in S, è rappresentata dalla sostituzione lineare avente | 
È 


per matrice 


In Sla Sig Iun 


Similmente V’operazione Q, avente lo stesso nucleo 0(xy) trasforma S in 


S,(8, ;+«+-,,) ed in questo spazio essa è rappresentata dalla sostituzione li- 
neare 


Giai Im 


DI 
| 


Fin SC Inn 





aggiunta della G. 
Ora al nucleo 0(xy) e quindi alla corrispondente operazione Q, si può dare 


un’espressione più semplice, 
Sia il nucleo 


O(xy) = Y Va Aule) B(4) ; 


pai Vl 
in esso si ponga 
(8) Up = Gu Pit + Gun Pa (1,2...) 
si ha 
(7) O(ey)= Da, 110) 
foi 


e l’operazione Q viene allora rappresentata mediante la sostituzione lineare 


d, 4 è 0 » din 
(9) . C) . . C) 
Ani Pe 49 dn 


VOL, LVII, 20 


dove 
4 
& Ans fe B.(t) dt. 
0 
Similmente per l’operazione aggiunta: se in SB, 30++, B,) Si assume il 


nuovo sistema fondamentale degli elementi 1,,...,%, [che sono linearmente 
indipendenti, essendo legati agli elementi f dalla sostituzione lineare (8), il cui 


determinante |g,;| è #- 0] si ha allora che la Q in S,(1, 3% + 3%») è rappresen- 
tata dalla sostituzione 


(10) RAR 


CI PARINI, I SE 


Infine se si eseguisce in S,(%,,-++%,) la sostituzione lineare non de- 
genere 


(11) fu = Ca Ad +++ + Can dn 3 (B=1,2,...,) 
ed in Sienna la 
(12) RE fa OT O e 


dove si indica con e,, l'elemento reciproco di e,, diviso per il determinante |e,.| 
si ottiene il nucleo Q(xy) sotto la forma 


(1) Oy) = n.0) 1.0) 


Paol 
(© la Q verrà rappresentata in S,(1,,- +.) dalla sostituzione lineare 


Lg 0° Ln 
(13) Pari 


è Uni + è Inn 





da fed a,(t) di 


0 


Ud 


e la Q verrà rappresentata. in S.A,» . 
neare 


° (RA 
(14) KE 


Lin SARI Inn 


. 3 À,) dalla sostituzione li- 


Ora prendiamo come elementi n,,...,, quelli che costituiscono un si- 
stema fondamentale di S,, ridotto a forma canonica (rispetto alla Q) in modo 


che si possano disporre nel quadro 


i 
î 
{ 


Ù 


sostituzione lineare 


esta] 


Î (4) 
PER LOT 
Q(N;) > 


(e RIN 





af PO) = need 


(confrontare n. 4); con ciò la Q viene rappresentata in S,(M,,...,%) dalla 


t) (2) 
om =n0+ 


(27) 
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e la Q viene rappresentata in SERRA .3),) dalla sostituzione 


LA) 
\,0) —=—-— 
QUA, 00) 3 


his )0 


QI.) IO + a 








essendo rispettivamente gli elementi 


2. (P) (9), AD y) 1, AM 10) 


corrispondenti agli elementi 


UT Ca PR TAC) NP n.1) (2), n 0), 


così che il nucleo 0(xy) viene rappresentato da 


(7°?) Oy) = Da) AI) +-+ PA) AG). 


feel 
Cd 


Notisi che ciò che abbiamo detto per l’operazione Q (e per la Q), vale 
per ciascuna delle operazioni Q; che entrano a comporre la 


A=Q+Q +e P@E 


Ora, prima di venire alla dimostrazione che abbiamo in vista, conviene - 


considerare, accanto all’operazione A, l’operazione aggiunta A. 
Se nel nucleo 


A(2y) = 0,(29) +... + 012) + T(ay) 
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si riguarda la y come variabile parametrica e la x come variabile di integra- 


zione, risulta anche la A, decomposta nella somma 


A=Q+Q+...+Q+4+T 





essendo Q, ei Q, ro TT rispettivamente le aggiunte delle operazioni Q, 363, 
T, e, come queste, a 2 a 2 ortogonali. 

Corrispondentemente lo spazio S potrà anche considerarsi decomposto 
nella somma degli 7-|-- 1 spazi So 


' ri 7 


generati rispettivamente dall’ applicazione di Q,,...,Q,, T ad S; S' è spa 


zio di radici per ognuna delle Q,. In S,, l'operazione Q, è definita dalla so- 


stituzione 
i (1) 
(RARA et 
Qi (i, ) ki; 
sd (0) 7 
MERCNORE an 
Qi vr ) Ù + , 
(15) 
i (Pir) 
—(. (Po) (Pil) | 
Qi") O pre 
(eb 2000 da) 
e gli elementi ) si possono disporre nel quadro 
i (Pa) Pià;) 
hi GE A Ud 


(H,) 


. . 1 
I AL ig Ra! = 


\ 


analogo al quadro 


(Piy) ( id.) 
a dona: mia; È 


e come questo dotato delle solite proprietà ricordate al n, 4. 
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Un elemento s di S può anche essere decomposto, e in un sol modo, nella 


somma di --- 1 elementi appartenenti rispettivamente ad SA ee Say S. 


Dopo ciò risulta dal n. 12 che l'equazione 
(1) F,(0) = 0 


nel caso che 2, , + ..,%, radici del polinomio f(e), siano poli della R, ammette 

come spazio di radici quello, di cui un sistema fondamentale è costituito dagli 

eleinenti delle prime m, linee del quadro (H,),... delle prime m, linee di (H)). — 
Risulta inoltre che lequazione associata 5 


(1) Fale)e=.0 


ammette come spazio di radici quello di cui un sistema fondamentale è costituito 


dagli elementi delle prime m, linee di (H,) s«.. delle prime m, linee di (H,) edi 
qui si ha che la (1) è la (1’) ammettono lo stesso numero di soluzioni linearmente 
indipendenti. 

Possiamo dire, in altri termini, che lo spazio di radici dell’operazione FX 
ammette il sistema fondamentale di elementi : 


(16) PERE RE RS 2, 


f=1,2,..,d;i=1,2,0.;}). 


Si ha poi dallo stesso n. 12 che la condizione necessaria e sufficiente af- 
finchè la 


(2) | F,(0) = 0 


ammetta soluzione in S è che nello sviluppo di 6;, componente di o in Sy, ; in 
dh 


funzione lineare degli elementi di (H,), siano nulli î coefficienti dei termini rela- 
tivi agli ultimi m; elementi di ogni colonna elementare di (H;) e questo per-i=1, 
Rreta C; 

Mostriamo finalmente come questa condizione equivalga a quella già enun- 
ciata al n. 18, cioè alla condizione che il 2° membro della (2) sia una funzione 


o ortogonale a tutte le radici del’equazione omogenea (1°), rappresentate nel si- 
stema (16). 


Ù Re NA o “at Ln SAL? 
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Indicando infatti con 6, la componente di o in Sa; sì avrà: 


= À, 


0, — Gir Mie V HA. 4 edi Mi 


Pd 


(Pir) 


e la condizione sopra enunciata si esprimerà mediante le uguaglianze 


(17) Uir Dir ci Uiy pi 1 Za 0. = Ujp Pi —m;+1 "(01 (è e} 3 2 MIETTNE 


Essendo poi la Q, non degenere in $S,,, risulta che, posto 


d; 
( Pir) 


(18) Q(0,) = Dion Td peg Cir Pi, Nir ’ 


Vai è 


la condizione necessaria e sufficiente affinchè siano soddisfatte le (17) è che 
siano soddisfatte le 


(17°) Cir Dir es Cir pil 60 = Cir pir—m+1 == 0 (è mon 1 , 2 que) 1) 
*  Orasi ha [n. 10], 
Q(0) = Q(5) 


quindi 


E (18) Q(0)=Q(0)= J 0,.(cy) cy) dy = 


IC di 
n SES de 6d(9) +... + MP (2) | dy 


0 Pen 


di 1 1 
=Yatta/ A, (Pi) Ay) dy +... + MP?" (0) f ),,1(Y) 0(y) dy 
9 9 


Pomi 





co =] May; 


Îf Pir 
0 


perciò le (17’) sì possono anche scrivere nella forma 


i i AE i 
(17°) TOM) =.=) a) dy=0 


Ca 


e queste, dovendo essere verificate per r—=1,2,...,d; e peri = 1,2,. 3 si 
esprimono appunto l’ortogonalità di o agli elementi del sistema (16), quindi 
la condizione già enunciata. È 


Bologna, 1919. 








IL PROBLEMA BALISTICO COL METODO PASCAL 


NOTA 


DEL 


Dott. MARIO MEROLA (a Napoli) 


(con tre tavole) 


Preliminari — Inteso in senso lato il problema balistico involge la conoscenza 
più o meno rigorosa del fenomeno della resistenza dell’aria, problema di natura 
essenzialmente fisica del quale, malgrado gli sforzi d’insigni fisici, matematici 
ed artiglieri da Newton in poi, non abbiamo che soluzioni più 0 meno incerte. 

Chi per poco si faccia a considerare le varie vicende che ha attraversata 
la soluzione del problema rileverà comie l’idea predominante di quasi tutti gli 
studiosi di Balistica sia stata quella, di alterare in modo conveniente la legge 
effettiva di resistenza dell’aria sì da permettere la riduzione alle quadrature 
del problema del moto. In questo senso si ebbe solazione per opera di O tt o, 
Bashforth, Zaboudski, Didion ed ancora altri insigni: lo stesso 
Siacci con l’introduzione dei fattori di tiro non fece che supporre una parti- 
colare legge di resistenza quadratica. 

E si comprende subito come dovesse essere imperfetto un tale procedi- 
mento quando si pensi che V analicità della legge di resistenza non è certa- 
mente la maniera più propria d’ interpretare lo svolgimento del fenomeno ed 
ancora laborioso per le difficoltà analitiche in grado maggiore o minore alle 
quali quasi sempre si andava incontro (metodo della serie ecc.) 

Miglior fortuna ebbe finalmente il problema balistico per opera del nostro 
illustre Colonnello Francesco Siacci il quale prese dalle esperienze s0- 
lamente ciò che esse potevano dare, cioè quelle leggi o tabelle numeriche di 
resistenza per un tipo speciale di projetto e la determinazione di quello spe- 
ciale coefficiente di forma i che permettesse l’ applicazione della legge di resi- 
stenza della Tavola Balistica a qualsiasi altro projetto considerato, generaliz. 
zando contemporaneamente la soluzione razionale del problema col rendersi 


indipendente da questa o quella special forma di resistenza. E se neanche 
YOL, LVIII, 21 





questa, come osserva giustamente lo stesso Siaeci, non dà ancora la solu- 


x 


zione rigorosa purtuttavia è da riguardarsi come quella che armonizzando i 
lati buoni di tutte le altre soluzioni, razionali ed empiriche, rappresenti quanto 
di meglio si possa ottenere allo stato attuale della Scienza. Lo dimostrano le 
Tavole di tiro delle nostre artiglierie le quali sono appunto costruite col clas- 
sico metodo Siacci e rispondono abbastanza bene agli scopi della pratica 
balistica. 

L'argomento del metodo Siacci è la | seudo-velocità u così definita 


v così 
Ue z-——+_- 
COSV 


ove 6 e © rappresentano rispettivamente gli angoli d’inclinazione e di projezione 
e v è la velocità corrispondente ad un punto qualunque XY della trajettoria. 
Integrando le equazioni del moto messe sotto una forma speciale con V’intro- 
zione della pseudo-velocità, della ritardazione 





di 
Y 
f(e) = “— F(v : 
RC 
ove è, ,é, ©, F(v) sono rispettivamente la densità balistica dell’aria all’altezza 


y, il coefficiente di forma, il coefficiente balistico e la funzione resistente, ed infine 


del parametro 
ò, « F(v) così 


d,-F(4) costo 





a 


essendo è, la densità balistica dell’aria alla bocca del cannone, giunge al si- 














stema 
di f= = PO —- Ju) — J 
tg= ter gi I IMI 
X= C'x[Du) — D(V)] 
(1) 0,-X [A(u) — A(V) I 
[Vaso SX on SR SESTO POE TI IS T a 
87 26089 or “VSS ) 
aaa T(; TV) 
\ gi COSg [ ‘(4) {e ( )| 
ove V è la velocità iniziale e 
2g du * udu : [ udu du 
ico lac u) it Alu) = — Tu))=a=a 
sm=— 247, DI SEA fr Ta) LE 
, 0 x/ C x/ C x/ CB, 
i 0 = a ’ ( x da rari , C t sia TE , C 


















» 


X 163 )( 


‘ 


essendo Be , 8, 8, i valori medi della funzione 8 tra i limiti d’ integrazione 
(px), (0,t), (0, X) e (Bo 3) quello fra i limiti (V , «) della funzione (B6-B). 

Le formule (I) sono quelle che risolverebbero i problemi del tiro se fossero 
conosciuti i valori delle diverse quantità 8 il che importa che siano noti esat- 
tamente gli elementi nei punti stessi della trajettoria, quindi si avrebbe non 
altro che una soluzione illusoria. La pratica insegna però che questi valori 
C4,, 05,07, 0, sono poco diversi fra loro ond’è che si sostituisce ad essi 
un conveniente unico valore C’ detto coefficiente balistico ridotto. Diverse con- 
siderazioni conducono a scartare le determinazioni ottenute per via di calcolo 
della funzione 8 e del coefficiente 7; è alle esperienze che bisogna domandare 
la legge di una quantità dipendente da è e f cioè, come sogliono dire: gli ar- 
tiglieri, la determinazione della chiave della Tavola di tiro: a tal uopo è stato 
scelto il valore di C’ che contiene il prodotto di if. A 

Il metodo Siacci pur rappresentando qualche cosa di più che sufficiente 
per gli scopi pratici non è un metodo rigoroso perchè si deve fare quell’ipotesi 
arbitraria dell'uguaglianza e costanza dei coefficienti balistici 0’, d’altra parte 
un metodo rigoroso per via puramente analitica non sarebbe possibile per la 


non riducibilità alle quadrature delle equazioni del moto tranne in quei pochi 


casi che l’esperienza esclude possano rappresentare in modo sufficiente la legge 
effettiva di resistenza dell’ aria. La soluzione rigorosa del problema può, ciò 
non ostante, esser trovata facendo ricorso al metodo d’ integrazione grafica e 
precisamente all’ integrafo per V equazione differenziale dell’ odografo relativo al 
movimento di un projettile in un mezzo comunque resistente ideato dall’ illustre 
Prof. E. Pascal. Punto di partenza del metodo è la costruzione dellà curva 
esprimente la legge di resistenza del projetto, curva che verrà descritta in 
base esclusivamente all'andamento sperimentale del fenomeno escludendo perciò 
qualsiasi forma analitica più o meno complicata della funzione di resistenza, 
impostando cioè il problema nella sua realtà fisica. In ciò il metodo ha dei 
punti di contatto con quello di Siacci ma se ne discosta in seguito perchè 
mentre questi risolve tutti i problemi del tiro nel modo come brevemente ab- 
biamo accennato facendo uso della Tavola Balistica generale, il Pascal pro. 
cede invece per via grafica sfruttando tutta una classe di apparati che mec- 
canicamente realizzano le operazioni analitiche. 
Scopo della presente monografia si è quello di mostrare appunto come si 
agevoli e dal punto di vista del rigore e da: quello della semplicità la soluzione 
del problema balistico con V uso del sopracitato integrafo costruendo una 
trajettoria dello shrapnel da 7604 La 906, in secondo luogo accenneremo. come 
ricorrendo a questo metodo si possa compilare in modo semplice una Tavola 
di tiro per una delle nostre artiglierie, per ‘èsempio , pel cannone da 75A 


‘mod. 906. x 


1. Considerazioni sul metodo Pascal. — Le forze principali alle quali è 
soggetto il movimento di un projetto nell’ aria sono rappresentate dal peso del 


- 


el dl oa cade MR A NI TRO E LEI E lp cd Pas 





? 
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projetto e dalla componente della resistenza secondo la direzione della tangente 
alla trajettoria,in quanto alla coppia perturbatrice ed alla forza deviatrice esse 
sono molto piccole rispetto alle prime. La componente della forza deviatriee 
secondo la perpendicolare al piano verticale della tangente tende a spostare il 
centro di gravità del projetto dalla parte cui questo rota dando origine alla 
così detta derivazione. VELA 

La balistica interna indica il modo relativamente facile di tener conto 
della derivazione e perciò studieremo il moto del centro di gravità del projetto 
sottoposto ad una forza tangenziale (resistenza). In siffatta ipotesi è ovvio che, 
la trajettoria è una curva piana giacente nel piano verticale passante per 
l’asse del pronto allo sparo (piano di tiro). 

Considerando perciò due assi ortogonali x ed y aventi l’origine nel certro 
di volata della bocca da fuoco ed i sensi positivi nelle direzioni rispettive 
del moto e del senso contrario alla gravità, se R è la resistenza tangenziale, 
p il peso del projetto, ricordando le notazioni già adoperate, le equazioni difte- 
renziali del moto si scriveranno Mo 


p d(v così) p dv sen0) 





È marroni iso - 5 = = — Rsend — p 
e introducendo la ritardazione 
Rg 
S(0) = dr 
e tenendo conto che 
dX dY 
“ron così. , ae send 
dopo facili trasformazioni si ottiene 
‘( 
o (send + 150) 
EA I 
(1) ) dica così 
; va0 
\gdX.= — v°d0 ANEMIA Mi + î 
\ 9 ? sRG v PARE: ju agdt “Se 


che è il sistema di equazioni differenziali fra gli elementi della trajettoria. La 
prima delle (II) è l’ equazione intrinseca del movimento del projetto, 0, come 
anche si dice, l’equazione dell’odografo e la sua integrazione non è stata pos- 
sibile eseguire se non alterando convenientemente la legge di resistenza o nel 
modo già visto adoperato dal Siacci. Fermiamoci a considerare questa equa- 
zione, Per la legge sperimentale della resistenza diretta sopra un projetto 


AE ER 


cal 4 pet Pu | 
ri f« È 


# 





(165 \ # 


oblungo è, con le solite notazioni 


p 
10004? 








f() = È FO) dovetrEte =") ea 


a essendo il calibro del projetto espresso in metri, ) un parametro detto fun- 
zione di forma e ©'(v) una funzione eselusiva della velocità. In quanto ad è, 
coefficiente di forma, esso è dato dal rapporto delle fanzioni di forma di due 
projettili e nella pratica balistica lo si assume uguale al rapporto della resi- 
stenza effettivamente incontrata dal projetto a quella che incontrerebbe un 
altro di ugual calibro e peso ma avente la forma tipica di quello impiegato 
per calcolare la Zavola della funzione resistente per la quale i=1. Questo coef- 
ficiente di forma dipende dalla forma del projetto ed ancora dalla velocità, 
purtuttavia essendo quasi insensibili le variazioni dovute a quest’ ultima così. 
si assume per % un conveniente valor medio costante. Il coefficiente balistico U 
può anche ritenersi costante per uno stesso projetto, è, è quella che abbiamo 
chiamata densità balistica dell’ aria alla quota y e come tale è variabile col 


mutare di questa. Dunque si vede che il termine 10) dell’ equazione dell’ o- 


x 


dografo non è esclusiva funzione della velocità ma dipende ancora dalle ordi- 
nate dei diversi punti della trajettoria; sicchè non si potrà ritenere costante 
è, se non quando y varia relativamente poco tra l’origine ed il punto di caduta, 
cioè nel tiro molto teso. 
Per la costruzione delle Tavole di tiro pel nostro Esercito si adopera la 
. seguente formola empirica di Saint Robert 


ò, = d(1 — 0,0587Y) 
valida per altitudini non superiori ai-4000 metri, della qual formola o di una 
relazione qualunque sperimentale tra Y e è, bisognerà tener conto pel traccia- 
mento della curva di resistenza. 

Del metodo Pascal, clio tralascio qui di descrivere insieme con l’in- 
tegrafo rimandando il lettore all'opera dell’ A. « I miei integrafi per equazioni 
differenziali », è stata già fatta un’ applicazione .dal Capitano dell’ Esercito 
spagnuolo Sisto Càmara Tecedor nella Memoria « Studio grafico della 
curva balistica qualunque sia la legge di resistenza dell’aria » (!) ove mostra 
appunto un monogramma utilissimo per la risoluzione dei problemi di tiro ri- 
guardanti una data trajettoria ottenuta col projetto P_del fucile Mauser, 

| trajettoria che egli costruisce con l’applicazione successiva di alcuni metodi di 
integrazione grafica (che sostituiscono gl’integrafi) ispirandosi però nelle linee 
generali al metodo Pascal. Egli a tal uopo osserva che si semplifica assai 





(4) Giornale di Matematiche di Battaglini, v. 54, 1916, p. 223, (trad. di MARIO PASCAL). 
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la determinaziene della legge di resistenza perchè non c'è ‘aleun bisogno di 
tener conto del coefficiente balistico ridotto ‘0’ bastando per ogni projetto d’un 
certo tipo eseguire apposite esperienze per disegnare il grafico della resistenza. 

Dal canto mio aggiungo che, supposte realizzate queste esperienze, per le 
artiglierie a tiro curvo resterebbero vempre gl’inconvenienti per la variabilità 
delle densità balistiche. Le esperienze eseguite nei balipedi non sono (nè si 
potrebbe pretendere diversamente) che incomplete in quanto esse ci forniscono 
la ritardazione in condizioni ben diverse da quelle effettive che competono al 
projetto nei tiri di guerra ove esso non descrive quasi. mai trajettoria tesa. 
La correzione per l’ altitudine viene apportata nel metodo Siacei con Vin- 
troduzione del parametro 8 che contiene il fattore è,. Come si procederà nel 
metodo Pascal? La cosa è tutt'altro che semplice : da questo punto di vista 
il metodo Pascal si presenta alquanto prematuro per lo stato attuale delle 
esperienze, pur essendo nella sua idea fondamentale di un rigore indiscutibile. 
Purtuttavia è da ritenersi che la conoscenza di una legge sperimentale di va- 
riazione delle densità balistiche con le quote sposate ad un ingegnoso proce- 
dimento analitico possa superare ogni difficoltà. In quésto senso gli studiosi 
di balistica dovranno dirigere i loro sforzi. 

La resistenza diretta sopra un projetto oblungo si può mettere sotto la 
forma 


A 2 , 
R = — 10000% 9(0) 
9 


ove À è il peso di un metro cubo d’aria, allora l’esperienza analogamente al 
metodo Siacci ci fornirà una successione di valori \9'(0), il termine corret- 
tore della resistenza sperimentale essendo incluso in A. 

Per le considerazioni .che abbiamo esposte esamineremo il tiro di un can- 
none da campagna. Facendo a meno delle esperienze ci si può valere di quelle 
per la determinazione della F(v) e del coefficiente balistico C' ma per tutti i 
nuovi tipi di projettili s'intende che queste debbano eseguirsi, e ciòvche noi 
diremo è perfettamente applicabile al caso che si abbia a considerare il prodotto 
\'(v) che ora è solamente funzione della velocità e della forma del projetto; 
in altre parole le esperienze occorrenti pel metodo Pascal sostituirebbero 
quelle intese ad ottenere il prodotto. if. 

Le ordinate della curva di resistenza si otterranno moltiplicando il fattor 


(07 i Mpa rd A 
costante e per i diversi valori di F(v) o altrimenti il fattor costante Ta 
29 
per quello variabile X9'(v). 


Ponendo nella prima delle (11) 


y= — sen ; v= e” 
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si ha l’altra equazione 
dy “a 1—-y° 
n de (a) —y 
ove 
gia) = O) 
I 


ed è questa 1’ equazione differenziale che viene integrata con 1’ apparecchio 
Pascal. 


2. Sulla compilazione di una TAVOLA DI TIRO per cannone da 75A—906.— 
Innanzitutto per ciò che riguarda il calcolo delle perturbazioni che avvengono 
nel moto del projetto tralasceremo la considerazione dell’angolo di rilevamento 
e della derivazione il che equivale per quest’ultima a trascurare gli effetti della 
forza deviatrice che nasce dallo scarto angolare dell’ asse del projetto dalla 
tangente alla trajettoria. Lo studio della derivazione costituendo tutta una parte 
a sè del problema balistico si suole considerar diviso dal problema principale 
dlel moto di traslazione del projetto per le notevolissime semplificazioni che 
apporta nelle ricerche analitiche. Non terremo neanche conto delle deviazioni 
sia laterali che in gittata subisce il projetto per effetto della rotazione diurna 
della Terra supposta sferica e della variabilità dell’ accelerazione di gravità 
durante il moto. k 

Tutti questi problemi vanno risoluti con procedimento uniforme in qual- 
siasi metodo balistico e i due ultimi in parecchi casi sono addirittura  tra- 
scurati. : 

Per le ragioni già esposte circa la difficoltà di tracciare nel caso generale 
la curva di resistenza prenderemo in considerazione il caso semplice di un 
tiro di un cannone da campagna da 75A—906 e costruiremo la trajettoria 
dello shrapnel corrispondente alle seguenti condizioni iniziali : 


.Velocità iniz. m.s. 510 Elevazione 17°. 


Innanzitutto sarà opportuno riassumere qui. alcuni dati più importanti 
relativi a tale trajettoria quali sono stati desunti dalla Tavola di Tiro del 
cannone Krupp pubblicata per cura dell’ Ispettorato Generale d’ Artiglieria 
nell’anno 1913, ciò perchè in ultimo si possano mettere a confronto i risultati 
trovati con l’ applicazione del metodo Pascal con quelli, diremo così uffi- 
ciali, della Tavola di tiro, osservando che i risultati forniti da questa non 
hanno nè un valore assolutamente sperimentale nè un valore puramente teorico, 
Ciò non ostante queste Tavole meritano un grado di fiducia quasi illimitato se 
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si hà riguardo ai soli fini pratici. Ecco dunque 16 principali caratteristiche 
della trajettoria : : i 


Gittata m. 6000. Velccità di caduta m.s. 228 
Durata s. 21,47 Angolo di caduta | 26°1° 
Coefficiente balistico per lo shrapnel a 60 hm. O’ = 1,345. 


Per gli elementi al vertice : 


Ascissa m. 8353 Ordinata m. 613 
Velocità m.s. 263,6 Durata s. : 10,091. 


Questi ultimi sono stati ottenuti con Vapplicazione delle formule del tiro 
Siacci. . i 

Ritorniamo ora al metodo Pascal. 

Scegliendo come valor medio della densità balistica lungo la trajettoria il 
valore 0,976 che corrisponde ad un’altezza di poco superiore ai 300 m. si cal. 

ù,-i 1 sn VOI LE IAA ; 
cola To; — 0,0309 e la seguente tabella R che dà i valori di Dal in corri- 
spondenza alla velocità v ed ai valori di # legati a quelli di e dalla rela- 
zione v='e”. i 


TABELLA R 








Ù ® pe = DO | pu x ot = 

510 6,234 7,336 365 5,397 3161 

505 6,222 7,190 345 5,840 2,555 

485 6,183 6,530 325 5,782 | 1,953 

465 | 6,139 6,032 305. | 15,718 1,378 

445 | 6,095 5,458 . 285 5,651 0,953 

425 6,049 4,884 265 5,577 0,746 i 
405 6,001 4,320 | 245 5,499 0,615 


385 5,950 3,737 228 5,430 - 0,523 
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Questa tabella si traduce sul toglio di disegno nella curva rappresentativa 
della funzione y= (x). Intanto se si assume come unità di misura delle 
ascisse ‘e delle ordinate il valore unico 2 = 200 mm. la curva verrebbe fuori 
del foglio di disegno, nè è possibile adottare un’ unità di misura più piccola 
perchè dato l’ andamento dei valori della (x) ne risulterebbe una curva che 
integrata con l’apparecchio Pascal darebbe luogo ad un’altra di piccole di- 
mensioni che non è buona norma prendere a base di ulteriori processi grafici; 


«di più per oa — 200 mm. occorre aumentare l’unità di misura dello strumento (*). 
1 . . . È È 
onde la punta ‘differenziale possa seguir l'andamento della curva di resistenza 


nei limiti che a noi occorrono. 

Per la costruzione della curva dell’odografo si è seguito un metodo con- 
forme a quello adoperato dal Capitano Tecedor che in effetti è basato sul 
dispositivo dell’integratore Pascal. 

Nella Tavola I (*) vedesi designata in 00, la curva integrale della trasfor- 
mata dell’odografo riferita a due assi ortogonali dei quali Lo è l’asse delle 
ascisse mentre quello delle ordinate capita fuori del foglio di disegno a circa 


un 20 em. Questa odografia è caratterizzata dalla coppia di valori iniziali 
x, = log,.510 ; Yy,= — Senl7° 


e la curva di resistenza tracciata RR, è corrispondente di quella che si sarebbe 
dovuta disegnare in un’affinità £ i cui assi sono quelli delle x e la direzione 


i i "gr 
parallela all’ asse y ed il cui rapporto è K = x Per tal modo l’equazione dif- 





ferenziale dell’odografo si serive 
1 gi 2 
1 INA TUSRAL 
1) disk (0) 
Posi gg Y, 


e l’ integrazione di questa equazione si effettua sostituendo alla parabola del. 
l’integrafo l’altra di equazione 


” 





(4) L’unità di misura del modello esistente presso il gabinetto di Analisi Superiore della 
R. Università di Napoli è di 15 cm. 
(*) I disegni riportati nelle Tavole I, II, III sono stati ridotti dagli originali nel rap- 


porto di 4: 1, ” 
VOL. UVIII. 22 
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che costruita in modello di cartone ci ha permesso tracciare la curva 0‘04, che 
non è la curva richiesta ma è Pomologa di essa nell’ affinità , trasformando 
prciò nella 927 siffatta curva si compi à l’integrazione grafica dell'equazione 


SUA 1—-y° 


2 3 
i da pix) — Y 


Piro ami azione della (1) si è fatto uso della parabola ABC disegnata 


nella Tavola I nella sua prima posizione e V apparecchio Pascal disegnerà , 


la trasformata 0’04, qualora si sposti la parabola di metallo che fa parte dello 
strumento parallelamente al suo asse di simmetria finchè il vertice venga a 
: 4 1 ; 
distare dal lato destro dell’ integrafo per una lunghezza uguale a ve (ben in- 
teso mai restando Vunità di misura dello strumento quella che è) ed in gene- 
rale a E Gli assi della 00, sono quelli della RR, e l’unità di misura del 
pari a = 200 mm. ì 

Il punto 0,, corrisponde al punto di caduta, il punto V ove la 00, incontra 
l’asse x corrisponde al vertice della trajettoria, la retta KH è un asse ausi- 
liario. Come dalla Tabella numerica R la nostra curva di resistenza comincia 
con una velocità di m.s. 510 e la scala delle inclinazioni seguata in figura è 
stata ottenuta calcolando i seni degli angoli corrispondenti alle diverse ineli- 
nazioni. Nella Tavola II abbiamo riportata la curva 00, integrale della (2) e 
che indicheremo con y = F(2). 

Servendo i della Tabella R ed assumendo come unità di misura delle or- 


diuate f pre si è costruita la curva di equazione v — e*”. Da una co- 


struzione che si rileva facilmente dalla figura e dalla simiglianza dei triangoli 
ELS, FLS' si ricava 


ally?  pe* 
di a Nesti 





da cui 


+45) 
PO 
LS’ = Iata 
VI —y 
Ripetendo la costruzione partendo successivamente dai punti 0,0, .... si 


otterranno altrettanti punti S',5%.... della curva di ordinate 
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misurate con l’unità 8. Ora 2 riguardata come funzione di y la rappresentiamo 
in altra parte del foglio di disegno assumendo come assi coordinati delle y e 
delle 2 rispettivamente una parallela KH all’ antico asse y e l asse primitivo 


‘delle x. I punti PP,P,.... della curva rappresentativa si otterranno menando 


pei punti 00,0,.... le parallele all’ asse 2 ed a partire dall’ asse KH stac- 
cando rispettivamente su tali parallele i segmenti QP,Q,P,,Q,P,.... uguali 
ordinatamente in segmenti LS',L,S°,,L,S,..... Questa curva così costruita 
la indichiamo per semplicità con lequazione 


(3) eV). 


È facile riconoscere che integrando la (3) si ottiene una relazione fra X 
e y sì ha cioè Vequazione 


IX = y(Y) 


e l’integrazione della curva PP,, è stata eseguita assumendo come polo il punto 
P', Situato, come si sa, sull’asse delle ascisse y= KH ed il metodo adoperato 
è quello così detto alla curva integrale. La base d’integrazione è è, = P',D=20 mm, 
Gli assi della curva integrale sono K,K (asse gX) e K,H, (asse y); per le im- 
poste condizioni iniziali la curva comincerà dal punto Q”. Osserviamo che la 
unità di misura delle ascisse y è sempre a, — 200 mm., come quella delle or- 
dinate 2 è la stessa di quella della curva e?” cioè 8, = ci mm. 

Dopo facili considerazioni si ricava che se , è Vunità di misura delle or- 
dinate della curva integrale, un millimetro di 1, è equivalente a 12,75 metri 
lineari. Bisogna. notare che nel tracciare la curva integrale si possono com- 
mettere degli errori non trascurabili dovuti alle inclinazioni dei singoli lati del 
poligono delle componenti radiali, quindi occorre che il valore è non sii troppo 
piccolo il che si ottiene opportunamente disponendo delle unità 2,8,Y, tra le 
quali sappiamo esiste la relazione 


Con un processo analogo a quello. seguito per costruire la curva e—=y/(Y) 


misurate con l’unità «. 





sì costruisce la curva RR,R,.... di ordinate - 
‘ Tt_- y' 


Assunto come asse delle « la K,H, e come asse delle gX la K,H, si è dise- 
gnata la curva UU,U,.... che si ottiene conducendo le 0Q',; 0,0", 0,7. 
parallele alla retta K,K, dai punti Q',;Q,,Q7,.... d’intersezione con la 
gX = y(y) menando le QU, QU,,Q,U,.... parallele all’asse u e prendendo 
le distanze K,U,M,U,,M,U,.... uguali rispettivamente alle LR ,L,R,, LB, 


X 172 X 


È facile accorgersi che la curva costruita corrisponde @ 





, d(gY) 
va Dip -, 
AUX) 
Assunto come polo K, e come base d'integrazione è, — 200 mm., essendo l’u- 


3 . 
10 ed inoltre a, = 200 mm., 


un millimetro della scala *, equivale a 12,75 metri lineari. Abbiamo così ot- 
tenuta la curva Y = (X) cioè la trajettoria per la quale le unità di misura 


delle ascisse e ordinate hauno il valore unico 10°” cioè un millimetro rap- 


nità di misura delle gX, come abbiamo visto, 


presenta 12,75 m. lineari. 

Fin qui il metodo Pascal. È d'importanza capitale nel tiro a shrapnel 
conoscere con esattezza i tempi impiegati dal projetto a raggiungere i divers; 
punti della trajettoria onde regolare le graduazioni delle spolette e quelle dei 
correttori in maniera da ottenere quei determinati intervalli ed altezze di scop- 
pio. Emerge quindi la necessità di costruire una curva dei tempi che fornisca 
il valore del tempo quando sia noto uno degli elementi X, Y, ®, 0. Da 

dX dX 


—— = W00088 asi cricava. di 
dt v così 





‘e per la sostituzione Hay ashi 


Stante le equazioni 


sarà t funzione di X definita da i - 
dt = y'(X) dX 
ed integrando ed osservando che alla volata il tempo è zero, 
TESO: 
Nella Tavola III si sono riportate le curve 
y=F@) , gX=70) , Y=0(X) 


e disegnata, valendoci della Tabella R,la curva e”, ritenendo come unità di 


7 


w 
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misura delle ordinate f, = 10' e delle ascisse «, — 200 mm. In modo simile a 
quello seguito per la costruzione delle curve RR,R,....S'S",9°,.... della 
Tavola II s'è costruita la curva HH,H,.... dalla quale è stata dedotta l’altra 
NN,N,.... corrispondente a dt = $'(X) e riferita agli assi QR (asse delle X) e 
QR, (asse delle t). Integrando la NN, si è ottenuta la curva T = 4(X) riferita 
ai medesimi assi della curva, primitiva, avendo scelto per polo il punto P 
e per base è, — 50 mm. Dopo facili considerazioni si giunge al risultato che 
un secondo di tempo medio equivale a mm. 15,692. Adesso facciamo vedere 
come dato uno dei 5 elementi X, Y, v, 0, T si possano dedurre tutti gli altri 
immediatamente e facciamo in pari tempo il confronto fra i risultati ottenuti 
col metodo grafico e quelli che si deducono col metodo Siacci. 

1.° Consideriamo un punto I della Y_=@(X) (Tav. II) e sia X—33553 m° 
Conducendo la II’ parallela alla K,H, si ha, nell’incontro con la scala : delle 
ordinate, Y = 614. Di più IM, incontra la gX = y(y) nel punto L; dell’ asse 
K,K, tirando pel detto punto la parallela al primitivo asse x, cioè considerando 
lo stesso asse K,K, si ha nell’intersezione con la scala delle inclinazioni 0 = 0. 
Inoltre conducendo L;S, e S,Z, rispettivamente perpendicolare e parallela a 
K,K si ha sulla scala delle velocità v = 264. Per avere il tempo corrispondente 
consideriamo la Tavola III in cui al punto I corrisponde il punto C,. Basterà 
condurre 0,0, perpendicolare a C,0, e dall’ intersezione T, con la T= 4(X) 
menare la parallela all’ asse QR per leggere immediatamente sulla scala dei 
tempi T = 10,050. È 

2.° Data l’ inclinazione in un punto trovare gli elementi X, Y, v, T. 
Poniamo 86 = — 26°1’ e conduciamo per la corrispondente divisione della scala 
delle inclinazioni la parallela all’asse K,K che incontra in O, e Q, rispetti- 
vamente le curve y= F(@), gX = y(y). Menando O, S#®perpendicolare a K,K e 
dal punto S, d’ intersezione con la curva v —= e?” la parallela alla medesima 
retta si ha sulla scala delle velocità v = 228. Invece conducendo da @/’, la 
perpendicolare a K,K si ha nell’ incontro T con la trajettoria il punto corri- 
spondente all’ inclinazione data ed essendo detto punto sull’ asse K,H, sarà 
Y_=-0 e l’ascissa si legge subito: X —= 5998 m. Nella Tavola III C.èil cor- 
rispondente del punto T considerato, or bene tirando  C,0, perpendicolare 
K,K e dall intersezione T, con la curva T = (X) la parallela alla medesima 
K,K si legge sulla scala dei tempi s. 21,45. i 

La prova non poteva essere più soddisfacente. Le piccole differenze si 

spiegano quando si pensa che la descrizione della trajettoria è soggetta ad 
errori d’ interpolazione nel metodo Siacci e ad inevitabili imprecisioni gra- 
fiche nel metodo Pascal. Abbiamo così per ogni trajettoria tutto quanto 
possa desiderarsi, non come le Tavole di tiro numeriche che si limitano a dare 
solamente gli elementi al punto di caduta. Il metodo Pascal, nel quale può 
ottenersi l’approssimazione che si vuole variando opportunamente le unità di 
misura e le basi d’ integrazione, conduce naturalmente alla costruzione delle 
così dette Tavole di tiro a trajettorie grafiche: basta infatti disegnare per 
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una data carica, per un dato projetto e per una determinata quota della bat- 
teria il fascio di trajettorie ottenute con la medesima V facendo variare gli 
angoli d’elevazione secondo le caratteristiche della bocca da fuoco. Pel cannone 
da 75A mod. 906, dato l’ angolo massimo d’ elevazione concesso dall’ affusto, 
bisognerebbe disegnare venti trajettorie corrispondenti alla vel. iniz. m. s. 510. 

Inoltre la conoscenza di tutti gli elementi del tiro desunti dalle singole 
trajettorie nel modo visto renderebbe. agevole la costruzione delle linee di 
uguale graduazione (luogo dei punti ai quali compete la medesima graduazione 
di spoletta), delle linee di uguale elevazione (luogo dei punti aventi uguale 
distanza corretta del Ax,) e così analogamente per tutti gli altri elementi che 
forniscono le tavole grafiche. Ancora si renderebbero spediti e semplici tanti 
problemi nella pratica dell’artiglieria, la ricerca della carica p. e. è immediata 
una volta che si abbia sott’occhio' la scala delle energie che si può facilmente 
costruire; la ricerca dell’alzo minimo e delle zone defilate al tiro diventano cose 
veramente puerili quando sono disegnate le trajettorie, del pari il computo 
della variazione che subisce uno degli elementi del tiro quando si dia un in- 
cremento ad una qualunque delle altre variabili ed in genere tutto quanto 
occorre per l’inquadramento del bersaglio. 

Certamente l’ effettiva compilazione di siffatti grafici consiglierebbe altri 
ripieghi ed altre semplificazioni alle quali non vogliamo neanche accennare data 
la natura della presente Nota; gli artiglieri sanno bene che una Tavola di 
tiro così costruita metterebbe il Comandante di Batteria nelle condizioni di 
aprire tempestivamente il fuoco ed eseguire le successive correzioni del tiro 
con prontezza meravigliosa ed in pari tempo con una esattezza più che suffi- 
ciente, dati ambedue tanto indispensabili pei tiri di guerra. 
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LE TRASFORMAZIONI BIRAZIONALI DELLO SPAZIO 


DETERMINATE DALLA PIÙ GENERALE SUPERFICIE 
DEL QUART’ORDINE DOTATA DI CONICA DOPPIA 


NOTA 
DELLA 


Dott. GIOVANNINA AROLDI (a Milano) 


La determinazione di tutti i sistemi omaloidici dello spazio, cui appartiene 
una data superficie razionale F, può eseguirsi, con un noto metodo dovuto al 


"Cremona (') partendo da una rappresentazione piana di F e facendo uso di 


proprietà delle trasformazioni piane birazionali. 

La medesima ricerca può però condursi anche per altre vie e in partico- 
lare con un metodo che può dirsi diretto, in quanto si serve soltanto delle 
proprietà della superficie F, senza far ricorso ad elementi estranei, quali sono 
quelli or ora accennati. Con Vl applicazione di tale metodo il prof. Loria (*) 


(4) Questo metodo fu accennato dal Cremona alla fine della Nota Uedber die Abbildung 
algebraischer Fliichen, Gòtt. Nachr. 3 maggio 1871, p. 129, e fu poi da lui sviluppato, con 
numerose applicazioni, nella riproduzione fattane nel 4° vol. dei Math, Ann. (1871), p. 213 
[v. Opere Matematiche di L. Cremona, t. III, Milano (1917) p. 260], e nelle due Note 
Sulle trasformazioni razionali nello spazio, Rend. del R. Istituto lombardo, serie II, vol. 4 
(1871), p. 269, 315 [Opere, vol. III, p. 241, 251|. Un’esposizione più completa, con molte ap- 
plicazioni, fu data dal Cremona nella Memoria Sulle trasformazioni razionali nello spazio, 
Annali di Mat., serie II, vol. è (1871) p. 181 [Opere, vol. III, p. 298]. 

Il metodo del Cremona fu perfezionato da R. Sturm nella Nota Veber diejenigen Cre- 
monaschen Verwandtschaften, bei denen den Ebenen des einen Raumes allgemeine Fliichen 3 Ordnung 
im andern entsprechen (Jahresbericht der deutschen Math. Vereinigung. Bd. 14, 1905. p. 18) e 
nel trattato Die Lehre von den geometrischen Verwandtschaften Bd. 4, Leipzig 1909, p. 367, ap- 
plicandolo alla determinazione di tutte le trasformazioni birazionali generate da una superficie 
del 3° ordine. 

(®) Le trasformazioni razionali dello spazio determinate da una superficie generale di terz? or- 
dinè, Atti della R. Accademia di Torino, vol. 26 (1890) p. 275. 
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ha assegnato tutte le trasformazioni birazionali a cui conduce una data super- 


ficie generale del 3° ordine (!). 
Nel presente lavoro determino e studio tutte le trasformazioni birazionali 


a cui dà luogo la più generale superficie del 4° ordine F' dotata di conica 
doppia, ricorrendo ad un metodo diretto, che ha bensì molte affinità con quello 
del Loria, ma se ne scosta in qualche particolare, valendosi più largamente 
di ragionamenti sintetici (?). 

Dovendo continuamente far uso delle proprietà di cni godono le curve. 
(in particolare le rette) tracciate sulla superficie F', mi riferirò sempre alla 
Memoria del prof. Berzolari, Sulla superficie del quarvordine avente una 
conica doppia (*) nella quale esse sono presentate nel modo più completo e per 
me più conveniente. 


1. Osserviamo anzitutto che in ogni trasformazione birazionale determinata 
da una data superficie del 4° ordine F‘, avente una conica doppia D, il piano 
o di D fa parte della Jacobiana J del primo spazio X, perchè è luogo di 
punti doppi di superficie del primo sistema omaloidico .®. In corrispondenza, 
il sistema omaloidico ®' del secondo spazio Y' ha sempre un punto fondamen- . 
tale O’ semplice e di semplice passaggio per le superficie di esso. La parte 
di Jacobiana J' che corrisponde a D è sempre l’ unica superficie K' di ®, 
avente il punto doppio O’, La superficie K' è sempre un luogo di co' coniche 


per O'. 


2. Prefissata una superficie F', del 4° ordine dotata di una conica doppia 
D, si considerino le 00! superficie F' aventi pure la conica doppia D. La parte 
variabile dell’intersezione di F‘, con una F' è una curva 0% di 8° ordine, che 
incontra D in 8 punti, Le 16 rette di F', e quelle della F' sono tutte bise- 
canti di C*, carattere che permane anche quando questa si decompone in 
parti e che subisce modificazioni solo quando qualche retta di -F', venga a 
farne parte. La C*, essendo dotata di 16 bisecanti, è del genere 5 (*). 

Per ottenere una trasformazione (4 ,$8) occorrerebbe estrarre un sistema 
omaloidico dal sistema co! delle F‘, tre superficie qualunque del quale si 


segano in 16 punti variabili (*). Ciò non è possibile, infatti la 05 potrebbe 


(4) Tali trasformazioni, all’ infuori di una, erauo già state trovate dal Cremona nei 
citati lavori; v. pure i lavori ricordati di Sturm. 1 

(?) Ad occuparmi di questa questione sono stata incoraggiata dal prof. Lor ia , il quale, 
distratto da altri studi, non pòtè compiere la ricerca cui si accenna in una nota del suo ci- 
tato Javoro (v. nota pagg. 278-279 del vol. 26. Atti R. Accad. Torino). 

(3) Annali di Matematica, Serie II, vol. 13 (1885) p. 81, 

(4) R. Sturm, Ueber die Curven auf der allgemeinen Fliiche dritter Ordnung, Math. Ann, 
Bd. 21 (1883), p. 457 (v. p. 510). 

(3) La D assorbe infatti 48 delle intersezioni di tre superficie F4; cfr. Noether, Sulle 
curve multiple di superficie algebriche, Ann. di Mat., Serie II, «vol. 5 (1871), p. 163. 
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rendersi razionale in soli due modi : 1°) dotandola di 5 punti doppi fissi, il 
che si tradurrebbe in 5 contatti di 1° ordine tra le F‘, vale a dire in 15 con- 
dizioni, 2°) dotandola di un punto triplo e di due punti doppi, il che condur- 
rebbe la F* a toccare in due punti F', e ad oscularla in uno, riducendole ad 
un sistema co!. 


La data F', non conduce quindi a nessuna trasformazione (4 , 8). 


3. Se una trasformazione (4 , 7) esiste, essa è unica, avendosi a conside- 
rare il solo caso in cui le F‘ hanno in comune una retta L', di F‘, Queste F‘ 
sono oc! e tre qualunque di esse s'incontrano in 11 punti variabili. La rima- 
nente curva di 7° ordine (che con L', forma la 0%) ba 5 unisecanti, 10 bise- 
canti, ha la L', per trisecante ed è quindi (‘) di genere 3. Essa può-rendersi 
razionale imponendole o tre punti doppi, o un punto triplo. Nel 1° caso le F* 
si toccherebbero in tre punti, costituendo un sistema 004, nel secondo s’impor- 
rebbero ad esse 6 condizioni lineari. Il contatto di second’ ordine assorbe 9 
delle 11 intersezioni, quindi: le oo° superficie F* che passano per una retta L', 
di Fi, e per un suo punto O,, e che inoltre la osculano in un altro punto O,, 
formano un sistema omaloîdico. Abbiamo dunque una trasformazione (4 , 7). 


4. Le F* che abbiano in comune due rette sghembe L,), Lg, di F‘,, 
formano un sistema lineare co’ tre qualunque superficie del quale s'incontrano 
in 6 punti variabili. La curva variabile di 6° ordine, residua intersezione di 
due F', possiede 6 bisecanti, 6 unisecanti, due zerosecanti ed ha per trisecanti 
le due rette L,,) , Lx. Tale sestica è di genere 1 e può rendersi razionale solo 
con un punto doppio O, il che equivale ad un centatto in O per tutte le F'. 
Tale contatto assorbe 4 delle 6 intersezioni variabili, e riduce a 4 l infinità 
del sistema delle F*, segue che: tutte le superficie del quart’ ordine dotate di 
una stessa conica doppia D, che passano per due rette L,,, La) sghembe appog- 
giate ‘alla conica, per un punto O, e toccano un piano fisso t in un punto fisso 
O,; formano un sistema omaloidico. S'è così trovata una trasformazione (4, 6). 


5. Le superficie F' abbiano in comune una conica, il clie riduce di 5 il 
loro grado d’ infinità e di 8 le intersezioni variabili di tre F‘. La sestica in- 
tersezione variabile di due F' possiede 8 bisecanti ed S unisecanti; è quindi 
di genere 2 e non si potrebbe rendere razionale che con due punti doppi. 

Ma due contatti tra le F' ne renderebbero il sistema doppiamente in- 


finito. 


6. Si può anche supporre, per ottenere una trasformazione (4, 6) che le 





(4) Sturm, le. 
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F' si tocchino lungo una retta L', di F4, Il loro sistema diviene 00°. La. se- 
stica gobba intersezione variabile di due F' possiede 5 zerosecanti, 10 bisè- 
canti, ha per quadrisecante la L', ed è già razionale; infine incontra le F* su 
cui non giace, in soli 4 punti variabili. Concludiamo : tutte le superficie F* che 


fissi, formano 


. 


toccano una F', lungo una sua retta e passano per tre suoi punti 
un sistema omaloidico. Risulta quindi una seconda trasformazione (4, 6). 


7. Una trasformazione (4,5) non può ottenersi imponendo alle F* di con- 
tenere tre rette sghembe prefissate su F‘,, giacchè in tal caso le F* conter- 
rebbero anche la trisecante di tale terna di rette. 

L’insieme di una conica L°, e di una retta L', situate su F‘, e non aventi 
in comune nessun punto riduce a 5 il grado d’ infinità del sistema delle F', 
tre qualanque delle quali hanno ora tre sole intersezioni vatiabili (!) perciò : 
la triplice infinità delle superficie di 4° ordine con conica doppia D passanti per 
un’altra conica LÈ, e per una retta L', appoggiate a D, rispettivamente in due 
punti ed in uno (ma sghembe fra loro) e per due punti prefissati O, , O,, costi 
tuisce un sistema omaloîdico. Abbiamo trovata allora, una trasformazione (4, 5). 


8. Il sistema delle F‘ che contengono una cubica gobba di F',, è 6 volte 
infinito; tre qualunque sue superficie hanno 5 intersezioni variabili. La curva 
di 5° ordine, residua intersezione di due F*', che è del genere 1 (perchè pos- 
siede 5 bisecanti, 10 unisecanti, 1 zerosecante), diviene razionale quando abbia 
un punto doppio, il quale assorbe 4 delle 5 intersezioni rimaste e riduce a 3 
I’ infinità del sistema delle F*. Allora: le superficie del 4° ordine che passano 
per una conica doppia D ed'una cubica gobba L*, (appoggiata in tre punti alla 
conica) e toccano in un punto dato O un piano dato c, formano un sistema oma. 


loidico. Ecco quindi una seconda trasformazione (4 , 5). 


9. Una retta di passaggio ed una di contatto (entrambe su F', e sghembe 
fra loro) non si possono assumere come curve fondamentali di un sistema oma- 
iwvidico (4,5) giacche ogni F4 che le contenesse, conterrebbe pure le due bi- 
secanti di F*, della coppia assunta. 

Per rigione analoga non si può ottenere un sistema omaloidico (4, 5) 
impon: ndo alle F' un contatto di second’ordine in tutti i punti di una retta, 

Iufine, facendo passare le F* per una cubica piana Lî, di ION sì ottiene 
un sistema lineare 00°. Da ragionamenti analoghi a quelli svolti precedente 
mente pel caso di una cubica gobba, segue che tale sistema può rendersi 
omaloidico imponendo alle F* un contatto in un punto dato, con un piano 
dato. La trasformazione a cui condurrebbe il sistema omaloidico ora trovato 
rientra come caso particolare in quella già trovata giacchè la cubica piana 


(4) Perchè la L?, assorbe 8 delle 16 intersezioni e la Li, ne assorbe cinque, 


“nè le co! superficie F4 passanti per quattro rette sghembe di F* 
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LÈ, 
rarsi come un caso speciale di cubica gobba. 


i dovendo essere dotata di punto doppio, è razionale e può quindi conside 


10. Il passaggio per una quartica razionale di F‘, riduce a 4 V’infinità del 
sistema delle F*, e fa sì che tre superficie qualunque di esso abbiano due 
sole intersezioni variabili. Ciò rende palese che: quelle tra le 00Î superficie cou- 
siderate, che contengono uno stesso punto O, formano un sistema omaloidico. Ri- 
sulta quindi una trasformazione (4, 4). 

Se imponessimo alle F! di contenere una quartica ellittica di F*%, la 
quartica intersezione variabile di due superficie del sistema 005 così ottenuto, 
potrebbe rendersi razionale solo imponendole un punto doppio, il che ridurrebbe 
a 2 l’infinità del sistema delle F', i 

Non si può neppure estrarre un sistema omaloidlico, facendo passare le F* 
per una quartica di prima specie, ma avente un pun 0 doppio, nè por una 
delle oc3 quartiche piane di bi; Non possono poi fornare sis ema omalo dico, 
n) hè le ..00° 
passanti per una conica e due rette, nè le 00° contenenti due coniche di F‘, 
senza punti comuni, nè le 005 passanti per una cubica gobba di FÉ, e per una 
sua zerosecante, e neppure le oo° F* passanti per una cubica piana di F4, ed 
una sua retta che non la incontra. 

Per ottenere una trasformazione (4 , 4) risulta infine evidentemente esclusa 


la possibilità di linee fondamentali di.contatto ('). 


11. Una quintica razionale di F', non può servire come linea fondamentale 
di un sistema omaloidico di superficie Fi, perchè essa equivale a L1 condi- 
zioni lineari. 

Una quintica ellittica di F‘ impone alle F* che la contengono, 10 condi- 
zioni lineari, di più, tre alano di tali superficie hanno proprio una sola 
intersezione variabile ; allora : Ze superficie del 4° ordine che hanno in comune 
una conica doppia ed una quintica di genere 1 (appoggiata in 5 punti alla conica) 
*ormano un sistema omaloidico. Abbiamo dunque trovata una trasformazione 


(SS la î 


12. Per ottenere altre trasformazioni (4, 3) (*) rimangono a considerare 





(4) Anche il solo contatto lungo una retta, supposta già comune alle Va equivale già a 
4 condizioni lineari, 

(2) Trasformazione, questa, già nota: Cremona, lavori citati. Rend. del R. Istituto 
lomb. serie II, vol. 4° (1871), p. 269 [2°, b)]; Math. Aun. Bd. 4 (1871) p. 213 (v. p. 225); 
Opere, vol. III, p. 246, 27]; Berzolari, ! c., p. 118:(numeri 34 e 35). 

(3) Si tralasciano senz’altro quelle quintiche composte che rientrano come casi particolari 
in quelle di genere 1 (perchè darebbero Inogo a PRARTORIRAZIONI speciali, comprese nel tipo 
generale considerato). 
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curve composte di 5° ordine le quali, però, offrono complessivamente alle F* 
an numero di condizioni maggiore di 10. Resta così esclusa, riguardo alle 
trasformazioni (4,3) anche la possibilità di linee fondamentali di contatto. 

Si ottiene però un sistema omaloidico imponendo alle F‘ il passaggio per 
una quartica piana ed una retta di F‘,, Ma così non si ottiene un tipo gene- 
rale di trasformazione, giacchè la quartica piana, essendo dotata di due punti 
doppi, può ritenersi un caso speciale di quartica ellittica gobba la quale ap- 
punto, con una retta dello spazio che la incontri una sol volta, forma un caso 
degenere di quintica ellittica. 

15. Avendo mano mano considerati tutti i casi possibili, possiamo senza 
altro concludere che :. Le uniche trasformazioni birazionali dello spazio, cui può 
dar luogo la più generale superficie del quartordine dotata di conica doppia, sono 
quelle dei. sette tipi qui trovati ed i casi particolari di esse. 

Ad esaurire il compito propostoci, dobbiamo ora cercare ed esaminare 
quale sia, in ciascuna di queste trasformazioni, la specie del sistema omaloi- 
dico nel 2° spazio, e le superficie Jacobiane di entrambi i sistemi. 


Trasformazione (4,7). — 14. Le ® (') hanno in comune: la conica deppia 
D, una retta L', di ®, ed un suo punto O, , inoltre la osculano in un altro 
suo punto O,. Sia © il piano tangente in O, comune a tutte le ®, (ma non 
osculato da esse). 

Due qualunque ® »s’incontrano ancora in una curva R' del settimo ordine 
avente comune con D sette punti, con L', tre, passante per O, e con punto 
triplo O,. Alle rette di X' corrispondono le enrve R'. La trasformazione inversa 
è del 7° grado. 


15. La Jacobiana J in XY è una superficie di 12° ordine. 

La quadrica H determinata da DL',0,0, è luogo di oo! cubiche I pas- 
santi per O, ed osculanti in O, le ®, appoggiate ad L', in due punti ed a D 
in tre, le quali non incontrano le ® in punti variabili; essa è parte della J 
ed ha per corrispondente una retta L’,,, fondamentale e tripla per le super- 
ficie Y" del secondo sistema omaloidico. i 

La quadrica K passante per 1), 0, e tangente a t in O, è luogo di 0c0* 
quartiche g di prima specie passanti per O, e per il secondo punto d’interse- 
zione di L',a© K (punto M), appoggiate a D in quattro punti ed aventi punto 
doppio in O,. Tali quartiche hanno per corrispondenti i punti di una retta L',,) 
fondamentale, quadrupla su ogni W", 


(!) Indico con ® le 00? superficie F4 formanti il sistema omaloidico che si considera nel 
1° spazio, e con ®, una prefissata tra esse. 


} 
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16. Si considerino le co' coniche y che osculano in O, la ®,, incontranò 
D in due punti e la retta L', in uno. Una qualunque ® ne contiene cinque 
poichè queste. sono la ulteriore intersezione della. P considerata con la qua- 
drica determinata da D , O, e da un qualunque paio €, } Cmn (1) scelto. fra le 
10 zerosecanti di L', della superficie @, Ora, le paia del tipo c,, , €,, sono 15, 
ma a tre a tre fanno giungere alla medesima conica . Le x hanno per corri- 
spondenti i punti di una quintica L'° fondamentale, doppia per le {W”. Il luogo 
di esse è una superficie I° del sesto ordine con punto doppio in 0O,, conte- 
nente la conica D come tripla e la L', come retta doppia. La superficie I° 
contiene poi come doppia l’unica retta c che da O, taglia L', e D. Infatti, se 
indichiamo con A e B i punti comuni a D ed a ©, associando la retta e con 
ciascuna delle due rette O,A ed O,B otteniamo due distinte coniche *;. Il fatto 
poi d’esservi due di tali coniche aventi una parte comune dice che la quintica 
doppia L' di Y', coordinata alla I° di Y, ha un punto doppio V. La superficie 
J viene infine completata dal piano della conica D contato due volte. Esso è 
coordinato ad un punto fondamentale O’ semplice e di semplice passaggio per 
le Y?. Dunque: 

Il sistema omaloidico corrispondente ai piani di Y, si compone delle ooÈ su- 
perficie W' del 7° ordine aventi in comune una retta tripla L',, ed una retta 
quadrupla L',,,, una quintica doppia L'°,,, (dotata di punto doppio V) ed un punto 
semplice O'. 

Alle rette di Y corrispondono in Y' le quartiche razionali R'' (intersezioni 
variabili di due superficie W?) le quali incontrano due volte tanto la retta 
tripla L', che la quadrupla L’,), sei volte la quintica doppia L’°,,, e passano 
semplicemente per il punto O”. 

Queste condizioni determinano appunto un sistema quadruplamente infi- 
nito di quartiche razionali. 


17. L’unica retta che da O, taglia L', e D, giace sulla quadrica H ed è 
comune ad una rete di superficie È. Una qualunque di quest'ultime è segata 
ulteriormente dalla. H in una conica 7. Segue intanto che la quintica doppia 
L°°) e la retta tripla L',,, hanno un punto comune. Ragionamento analogo può 
seguirsi riguardo alla retta c; una qualunque delle 00° ® che la contengono, 
sega la superficie H° in una cubica T degenerata di cui fa parte c. Siccome 
poi la retta c appartiene a due coniche *, si trovano altri due puuti comuni 


(4) Col prof. Berzolari (/. c. n. 3) intenderemo che due rette della superficie formano 
un pajo quando si secano, ed una coppia quando sono sghembe fra loro. 

Parimenti il sistema di 3, 4, 5 rette della superficie, formanti un sistema gobbo si dirà 
terna, quadrupla, quintupla. Indicata poi con a una qualungne delle 16 rette di una superfici® 
Fi e con bd, , ba, da, bj; b;.le sne 5 secanti, le 10 zerosecanti di a si indicheranno (I. c. n. 12) 
con €; , essendo gli indici i, % variabili da 1 a 5, convenendo che la retta c,, si appoggi 


alle bi , dba. 


alla quintica ed alla retta tripla L',), non solo, ma si può concludere che 
questi due punti sono riuniti in V. 

Ciascuna delle due coniche uscenti dal punto M di L', giace sulla qua- 
drica K e fa parte di una quartica q che sî spezza. Segue che la quintica 
doppia L’, e la retta quadrupla L',, hanno in comune due punti distinti. 

Imaginato infine il piano M0O,0, e detti T ed U i due punti in cui esso 
taglia la conica D, la conica MO,O,TU appartiene tanto alla quadrica H° che 
alla K°, e ciascuna delle 00° ® che la contengono sega le due quadriche ri- 
spettivamente in una T ed in una q che si spezzano e la comprendono come 
parte. Concludiamo che le due rette fondamentali dello spazio X" hanno un 
punto comune. 


18. La Jacobiana del sistema delle W? è del 24° ordine. 

Essa comprende una soi volta il luogo delle coniche uscenti da O’, appog- 
giate in un punto a ciascuna delle due rette fondamentali ed in tre alla quin- 
tica doppia. 

Questa parte KK' di Jacobiana coordinata alla D deve essere del 7° ordine, 
passare 3 volte per la L',, e quattro per” la L’,), contenere infine la L'% 
come doppia ed avere in O’ un punto doppio. Essa è dunque l’unica superficie 
del sistema Y? dotata di punto doppio O”. 

Va -pure contato una sol volta nella J' il luogo delle corde di L’, -ap- 
poggiate ad L',). Esso è una rigata di 3° grado avente L', come direttrice 
doppia ed L'°,, come direttrice semplice. Dovendo poi contenere la L',) una 
sol volta, segue che quest’ultima è una sua generatrice. Questa rigata è coor- 
dinata alla retta L', di Y. 

Va poi contato due volte nella nostra Jacobiana il piano delle due rette 


fondamentali, piano coordinato al punto fondamentale semplice O,. Esso in- 


contra le Y” in sole linee fisse ed è, come appunto si richiede, incontrato da 
L’°,) in cinque punti situati tutti su tali linee fondamentali. 

Figura infine quattro volte, nella: Jacobiana delle W", la superficie cubica 
coordinata al punto O, del primo spazio. Essa è individuata dal dover passare 
una volta per la L’,, e due volte per la L',, e contenere poi, come semplice, 
la quintica L’, 


. Anche quest’ ultima superficie, corrispondente ad un punto 
2) p o) 


fondamentale di Y, non sega le W in linee variabili. 


Trasformazione (4, 6). — 19. Nella trasformazione (4, 6) le ® hanno in 
comune, oltre a D, due rette sghembe L,, } Lg), un punto O,, e toccano un 
piano fisso © in un punto pure fisso O,. Curve R.di Y sono le sestiche gobbe 
per O, aventi in O, punto doppio, che secano L,,) , Lg in tre punti ciascuna 
e la D in sei punti. Il sistema delle W è. di 6° ordine. 

Curve sostegno di una rete di ® in Y sono evidentemente le rette della 
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‘quadrica H° determinata da DL), Lg; Sopra ogni ® ne esistono due. Esse 
conducono ad-una conica L’, fondamentale, semplice per le Y", 

Una seconda parte K°, della J è la quadrica D , L,) } 0, } 0, luogo di 00! 
cubiche gobbe F, per O, toccanti « in O,, che secano L,, i; due punti, Ly) 
in uno e D in tre. In modo analogo, una terza parte K°, della J è la quadrica 
D,L4,0,,; 0, luogo di ‘00! eubiche FP, che passano per O,, toccano c in 0,, 
secano L,) in due punti, L,,) in uno e ID in tre. A queste due quadriche cor- 
rispondono in X' due rette fondamentali e triple per le W°::L') IL di 

20. Sopra ciascuna ® esistono intine tre distinte coniche ‘ le quali toe- 
cano ct in O,, sS'appoggiano in due punti a D ed in un punto a ciascuna delle 
due rette L,,), L) Infatti ciascuna Y si ottiene da una P segandola con la 
quadrica determinata da O,,D e da due delle 6 zerosecanti della coppia 
Ls Le) formanti paio. Tutte le 6 zerosecanti, poi, dànno luogo a sei paia 
che si distribuiscono in tre coppie di paia gobbe fra loro. Allora ciascuna 
è tagliata, oltre che dalle due rette assunte, anche dalle altre sei rette della 
quaderna corrispondente fra cui entra appunto il paio formato da due di 
quelle zerosecanti e gobbo col primo considerato. 

Le o0' coniche 7 possono determinarsi così: indichiamo con M e N i 
punti in cui L,) , Lg incontrano ulteriormente una qualunque delle 00! qua. 
driche Q° passanti per D e toccanti t in O,. Sopra tale quadrica esiste una 
sola e ben determinata conica * ed è quella (della stella O,) che contiene i 
punti M e N. Reciprocamente, qualunque * determina una ed una sola qua- 
 drica del fascio Q che la contiene. Sia I il luogo delle coniche : segue im- 
mediatamente che le due rette L,), Ly sono semplici per esso. I due punti 
che una quadrica @ sega su L,) ed L) (fuori di D) determinano con O, un 
piano %,; di più, essi variano descrivendo su L,,, ed L) due punteggiate 
proiettive, quindi il piano 4, varia mantenendosi tangente ad un cono quadrico 
W?° di vertice O,. La superficie I si ha dunque come luogo delle coniche in 
cui si tagliano le quadriche @? del fascio e i piani tangenti di W? a quelle 
corrispondenti in una proiettività. Ora, detti Ae Bi punti in cui t taglia D, 


x 


si vede facilmente che vi è una conica Y la quale comprende come parte la 


retta O,A, ed un’altra che comprende la 0,B; segue che l'insieme delle due 


rette O,A , 0,B, costituisce pure una conica (ma non del tipo %) la quale 
giace sulla RIA a B il fascio Q ha appunto come curva base l’insieme della 


conica D e delle due rette O,A Agi CE Be 

Ecco allora che la SERIETA proiettiva riscontrata tra il fascio di 
quadriche Q ed i piani tangenti a W? conduce (') (quando si tralasci il piano 1) 
ad una superficie del quarto ordine avente la conica doppia D e contenente 








xt) Berzolari, l. c., p. 101 (n. 18). 
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la conica O,A A, 0,B. B. La I è quindi nient’altro che una superficie del sistema 
®. Di più essa ha punto doppio in O, e ciò perchè una retta », uscente da 
O,, incontra, fuori di O,, la nostra I in soli due punti (!). 

La superficie I è Vunica ® che ha punto doppio in O, e contiene le due rette 


—_____—& 


O,A ed 0,B Ba(). 
Osservato ancora che vi è una terza conica % la quale si spezza nelle due 


rette che escono da O, ed incontrano D e, rispettivamente, la L,,) 0 laLo, 
e che nessun’ altra y degenerata in due rette è su I; e tenuta presente la 
configurazione delle otto rette di I di cui si è SID l’esistenza, segue im- 
mediatamente (*) che : 

La superficie 1 ha in O, un punto biplanare di prima specie (cioè che abbassa la 
classe di 3 unità). I due piani nodali in O, sono, il piano © (piano delle due rette 
(ALA 00. 0,B) e quello individuato dalle altre due rette della superficie uscenti da O,. 

Il luogo dei punti corrispondenti alle coniche è una cubica L’°,,) doppia 
per tutte le Y°. In J va poi contato due volte il piano di D, a cui è coordi. 

nato un punto fondamentale semplice e di semplice passaggio per le do: 





21. La cubica doppia L’*,,, incontra in due punti la conica L',, corri- 


spondenti alle spezzate rispettivamente in una delle due rette O,A , 0,B e 
nella generatrice di H? (di sistema diverso a quello di L,) , Ly) uscente dal- 
l’altro punto comune a tale retta ed all’iperboloide Hi i 
La retta L’,, incontra la cubica IL’? in un punto corrispondente alla cu- 
bica T, spezzata nella retta a che da O, taglia L,) e D, e in una conica 
appoggiata ad a in un punto. Analogamente dicasi per l’altra retta tripla L'). 
Di più, le due rette triple concorrono in un punto che è anche su TR. 
Tale punto di L’ corrisponde alla  degenerata nelle due rette che da O, ta- 
gliano D ed una delle L,) ; Ly 
Ed infine, ciascuna delle due rette triple s'appoggia in un punto alla co 
nica L'} perchè, ad es., dal punto comune (fuori di D) alla quadrica K°, ed 
alla retta L,) esce una generatrice di H® che fa parte di una Î,. Solara ao 
TN sistema omaloidico in X' consta delle 008 superficie Y° del sesto ordine, 
aventi in comune una conica semplice L'}, un punto 0’, una cubica doppia L' 
(segante L'È in due punti) e due rette triple L'w , Li) appoggiate ciascuna in un 


0 


punto alla L'È, le quali s'incontrano in uno stesso punto della cubica ed hanno 


poi comune con essa ancora Un punto ciascuna. 


(4) Infatti i piani delle coniche y e le quadriche Q determinano su r una proiettività. 
(®) Tali due rette individuano, infatti, una fra le co? superficie D aventi punto doppio 


in O. 
®) Cfr. Segre, £tude des différentes surfaces du 4° ordre, ecc, Math. Annalen, Bd. 24 


(1884) p. 313 (v. p. 372, nn. 42, 43). 
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22. Alle rette di Y corrispondono in Y' le quartiche razionali R',', inter- 
sezioni variabili di due Y°, le quali passano per O’, incontrano in due punti 
tanto L'} che le due rette L’,,), L' e in quattro punti L’. 

La J' è del 20° ordine e comprende : 

I) il luogo delle coniche per O’ che incontrano due volte la cubica 
doppia ed una sol volta la conica semplice e le due rette fondamentali triple, 
Questa superficie è di 6° ordine e contiene L', come semplice, passa due volte 
per L' e tre volte per ciascuna delle due rette L’,), L'- 

Ha poi in O’ un punto doppio. Vale a dire essa è l’unica Y° dotata di 
punto doppio in O’. Questa superficie è coordinata alla conica D; 

II) il luogo delle rette che s’appoggiano alle linee L' , L’,,, } L'È. Questa 
rigata gobba di 3° grado contiene L',, come direttrice doppia; L'’} ed L'* come 
direttrici semplici; contiene poi come generatrice la L',, ed è coordinata alla 
retta fondamentale Li); 

III) un’analoga rigata gobba di 3° grado avente per direttrice doppia la 
L'è contenente come generatrice la IL", Le L'° ed L' sono sue direttrici _ 
semplici. Essa è coordinata alla retta fondamentale L, di X. 

La J' comprende poi due volte il piano delle dne rette triple, coordinato 

al punto O,; ed infine comprende tre volte la quadrica L',,) , L'&) } L'? coordi. 
nata al punto O,. Quest’ultime due superficie, coordinate a punti fondamentali 
del 1° spazio, segano le W in sole linee fisse. 
Trasformazione (4, 6)",—23. Le ®' hanno ora in comune la conica doppia 
D, tre punti O, , ©9,,0,, ed una retta L', lungo la quale si toccano. Le curve 
razionali R°, in X sono sestiche gobbe passanti per O, , O, , O, , che incontrano 
D in 6 punti ed L', in quattro. 

Le Y sono di sesto ordine. Sopra ogni ® del sistema triplo, vi sono cinque 
rette appoggiate ad L' (e quindi toccanti tutte le ®), ciascuna delle quali de- 
termina una rete di superficie del sistema. In Y” risulta quindi una semplice 
infinità di punti formanti una quintica L'° la quale è semplice per tutte le W°, 
Studiamo dunque la rigata H, luogo delle tangenti alle ® lungo una loro retta 
comune e di contatto, che s’appoggiano alla conica D. Per questo, considerato 
un punto P della retta L',, esiste un unico piano tangente in esso a tutte le 
®; questo piano contiene la L', ed incontra poi la conica D in un punto ; la 
retta che da P proietta il punto di D così trovato, è una generatrice di H. 
Considerato ora un punto P' della conica D, il piano L',, P' è bitangente per 
tutte le ® negli stessi due punti P,,P, di L',, onde le due rette P'P,, D'P, 
sono pure due generatrici della nostra rigata: Allora tra i punti della retta L', 
e quelli della conica D (che si segano in un punto, e sia R) esiste una corri. 
| spondenza (2 1) in modo, inoltre, che il punto R considerato come punto di D 
coincide con uno dei suoi due corrispondenti in L', ('). Conseguentemente la 


(1) Cfr. Berzolari, 4. c. p. 95 (n. 13), 
VOL, LVIII, i 24 
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superficie H non è che una rigata gobba di 4° grado (') la cui curva doppia 
è composta della retta L', e della conica D (*). 


L'origine della superficie H mostra che essa tocca le lungo la L/. 


Poichè la retta L', è doppia su H*, in ogni punto di essa la superficie H' ha 
due piani tangenti; ma uno è sempre fisso (ed è il piano di L', e della tan- 
gente a D nel punto di essa comune ad L',) e l’altro varia col punto di con- 
tatto ; ed è appunto mediante quest’ultimo che avviene il contatto con le ®. 
Segue dunque che nella intersezione della H con ogni ®; la L', figura tre 
volte. Concludendo : 

La parte H! di Jacobiana delle ®, cioè il luogo delle tangenti ad esse lungo 
una comune retta L', di contatto, che s'appoggiano alla conica D, è una rigata 
gobba razionale del 4° grado che passa due volte per la L',, toccando lungo essa 
con una falda tutte le ®, e contenente poi la conica D come doppia. 

La quintica L'} è di genere zero. 


24. La quadrica K, passante per DL',,0,,0, è luogo di c0' enbiehe 
gobbe T, le quali passano per O, ,0,, tagliano tre volte la D e toccano tutte 
le ® in Que punti A, e A, della retta L!,. Essa fa parte della J ed ha. per 
corrispondente in Y' una retta fondamentale L’,) tripla per le ®°. 

Esistono due altre parti, K, e K,, di J, analoghe a questa: esse sono le 
due quadriche. DL',0,0, , DL‘,0,0,, le quali toccano le ® rispettivamente nelle 
coppie di L',: B,, B,; €, , C,, e corrispondono a due altre rette LL 
triple per tutte le YW°. La generatrice (diversa da L') di H', uscente da A, 
giace su K, e forma con la conica di K, passante per 0,0,A, una cubica T, 
alla quale corrisponde un punto di L’,,, che è anche su L'. Conseguentemente: 
la quintica L'} incontra in due punti ciascuna delle tre rette triple. 

Tenuto presente che nel sistema ® vi sono co? superficie le quali conten- 
gono la retta doppia L',, osserviamo che ciascuna di esse conterrà le tre rette 
a,b,c che da O, , 0,, 0, tagliano L', e D. Nel secondo spazio è quindi in- 
dividuato un punto V centro della stella di piani corrispondente, il quale è 
quintuplo per le W* giacchè le R° provenienti da queste P comprendono sempre 
le tre rette a, d,c, e due volte la L',. Ora due qualunque delle rette @ , d, e 
giacciono sopra una quadrica K, (i =1 2,3) e formano sempre con la L', una 
cubica T,; segue allora che: le tre rette triple L',)) ; L') 3 L'() passano pel punto 
V. Ma la L', è pure una generatrice della superficie H* (è quella generatrice 
di H* sovrapposta alla L', stessa considerata come direttrice), quindi anche la 


(4) E 48 specie nella classificazione del Cremona, Sulle superficie. gobbe di 4° grado, 
Mem. dell’Accad. delle Scienze di Bologna. Serie 22, t. 8 (1868) p. 235; Opere, vol. II, Mi- 
lano 1915, p. 420, A 

(*) Questo risultato ci permette di enunciare la seguente proprietà: Il sistema omaloidico ® 
ò tale che in ogni piano del fascio L', giacciono due rette di due diverse superficie del sistema. 
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L'} passa per il punto V, (e incontra così in cinque punti ciascuno dei tre 


piani del triedro L',) L'è L') 
Il piano della conica D contato due volte, completa poi la Jacobiana J e 


corrisponde ad un punto 0’ fondamentale e semplice per le W, 


25. Il sistema omaloidico in Y' è costituito dalle 00° superficie WS di 6° or- 
dine che passano per tre rette triple concorrenti in un punto V quintuplo per le 
WS, per una quintica razionale appoggiata in due punti a ciascuna delle tre rette 
triple e passante per V, e per un punto O'. 

Le co' quartiche R', di X° sono determinate dal dover incontrare due 
volte ciascuna delle tre rette triple, quattro volte la L'7 e dal passaggio 
per O”. i , 

La Jacobiana J' delle W° (di ordine 20, contenente 11 volte ciascuna 
delle tre rette L’,,), L'è), 1 tre volte la L'} e due volte il punto 0’) com- 
prende : i 

Il luogo delle coniche per O’ appoggiate in un punto a ciascuna delle tre 
rette fondamentali ed in due alla L’. Questa superficie (che è di 6° ordine e 
passa tre volte per ciascuna delle tre rette, ed una sol volta per la quintica) 
incontra ciascuna WS in una curva variabile, con punto doppio in O’ (composta 
di due coniche per 0’), quindi ha in O’ punto doppio, vale a dire essa è Vunica 
W° avente punto doppio in O'. 

La J' comprende poi due volte una rigata (') del 4° ordine su cui le tre 
rette L',, |i —=1,2,3] sono doppie e la L') è semplice. Questa superficie è il 
cono che da V proietta la L'. J' è poi esaurita dai tre piani L',)L'% L'@l, 
L'ipl'é; contati ciascuno due volte, e coordinati ai tre punti O, [i = 1, 2,3]. 


Trasformazione (4, 5). — 26. Le i hanno in comune, oltre alla conici 
doppia D, una conica semplice L*,, una retta L', sghemba con LÈ, e due punti 
O,,0,. Curve R°, del primo spazio sono le quintiche razionali appoggiate ad 
L'È, in quattro punti, ad L', in tre, a D in cinque e passanti per O, ed O,. La 
trasformazione inversa è del 5° grado. 

Le rette che incontrano le tre linee D , L',, L°, generano una rigata H* 
di 4° grado e genere zero, sulla quale L', e D sono doppie ed L*, è semplice. 
Esse sono rette sostegno di una rete di ® ed ogni ® ne contiene 4 quante 
appunto sono le sue rette appoggiate contemporaneamente ad L', (trisecante 
di ogni R*) e ad I}, 


(4) Ad ogni punto di L', semplice per le ®, corrisponde una retta »’, per esso passano 
due generatrici di H (di cui una è sempre L',) quindi la @’ incontra L/,° in due punti (uno 
dei quali è sempre V); per ciascun punto di L';, poi, passa una cubica T, (la be L'4;) una 
cubica IT, (la ca L;') ed una F, (la ab L',)) quindi »' incontra una volta ciasenna delle rette 


L’é e le incontra proprio in V. 
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I punti di Y coordinati a queste rette generano una quartica razionale Ly 
fondamentale e semplice per le W®. 

La conica D con L', ed i due punti O, , 0, determinano una quadrica K° 
su cul esiste un fascio di eubiche gobbe passanti per O, ,O,, e per le due 
intersezioni di L°, non situate su D; tali cubiche incontrano in tre punti la co- 
nica D ed in due la retta L',. Per ciasenna di esse passa una rete di ®; sopra 
ogni P esiste una di i queste - cubiche, intersezione di essa con la quadri- 
cavK®. P 

Conseguentemente il luogo corrispondente è una retta L’) tripla su tutte 
le Y5, 

Le due coniche D,L%, col punto O, determinano una quadrica 1°, luogo 
di c0' coniche passanti per O, e per il punto comune ad L', ed 1°, non situato 
su D. Ciascuna di queste coniche seca in due punti sia L% che D; incontra 
dunque le ® su cui non giace in soli punti fissi. Sopra ogni ® giace una sola 
di tali coniche; alla superficie I°, è quindi coordinata una retta L',,,, doppia 
su tutte le W°. Analogamente, la quadrica 1°, determinata da D L° O 
coordinata ad'una seconda retta L',, doppia per tutte le W®. 


x 


).È 
La Jacobiana J comprende la rigata razionale di 4° grado, luogo delle rette 
appoggiate a D,Lh,L%, coordinata alla L'' ; la quadrica D Li, 0, 0, 
coordinata alla L',' ; le quadriche D Là(0,, 0.) coordinate alle L',,), L'iy; ed 
infine il piano della conica D contato due volte, coordinato ad un punto O' sem- 
plice e di semplice passaggio per le W°. i 

Su J la D è settupla, L% ed L', sono triple, O, ed O, sono punti doppi. 


27. La retta che da O, taglia Li, e D incontra in un punto una delle 
coniche generatrici di I°, e forma con essa una delle cubiche generatrici di K°. 
Segue che la L',,, taglia in un punto la L‘y', e lo stesso accade per la L', 

Invece L’,,, ed L',, sono sgkembe fra loro. 

Dal punto comune ad I, ed L', partono due rette di 1°, che stanno pure 
in H' e formano parte di una conica (generatrice di I°,) spezzata. 

Analogamente.accade su I°, per le due rette uscenti dal punto comune ad 
I°, ed a L', non situato su D. 

Da ciascuno dei due punti comuni, (fuori della conica D) ad LÈ e K, esce 
una retta di K che è generatrice di H! e forma parte di una delle co' cubiche 
di cui K è luogo. Concludiamo dunque che la quartica fondamentale Li valel 
sistema W5 incontra in due punti distinti ciascuna delle tre rette fondamentali 
dello stesso spazio. 1 


- 


28. In Y' dunque, il sistema omaloidico W° consta delle oo? superficie del 
5° ordine dotate di una retta tripla L',' e di due rette doppie L',,, } L',) sghembe 


fra loro ma segate entrambe dalla prima, e passanti per uu punto O' ed una 
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quartica razionale semplice L',' appoggiata in due punti a ciascuna delle tre rette 
Li ’ L' ’ L'o- 

Le R/i passano per O’, tagliano quattro volte la L',', e due volte ciascuna 
delle tre rette fondamentali. La J’ (superticie di ordine 16, passante 11 volte 
per L'o', 7 volte per L',,) ed L',,), 3 volte per L‘' ed avente un punto doppio 
in 0) comprende : 

I) il luogo delle coniche per O’ appoggiate in due punti ad L'° ed in 
uno a ciascuna delle tre rette fondamentali, coordinato alla conica D, Questa 
superficie, del 5° ordine, (su cui L'' è tripla, L‘,) ; L'è ed O’ sono doppi, ed 
L',° è semplice), è Vunica Y? dotata di punto doppio in O'; 

II) il luogo delle rette che s’appoggiano ad LL)  L , coordinato 
alla L* di Y. Questa rigata razionale di 4° grado contiene come doppie le tre 
rette fondamentali di Y' e passa semplicemente per la L'; 

III) il luogo delle corde di L’' appoggiate ad L',', coordinato alla retta 
L', di X. Questa rigata è di 3° grado, ha per retta doppia la direttrice L', e 
contiene semplicemente L’y'. Le due rette L',,) , L’) sono due sue generatrici. 

Nella Jacobiana J' figurano poi due volte ciascuno dei due piani L{L',);L%) 
corrispondenti ai punti O, , O, di 2. Questi due piani segano le ‘Y° in sole 
linee fisse. 1 


Trasformazione (4, d5)'.—29. Nella trasformazione (4, 5)” le ®' hanno in 
comune la conica doppia D, una cubica (') L” e toccano un piano dato © in 
un punto pure dato O. 

©» Le 00‘ quintiche razionali R% con punto doppio O, hanno comuni cinque 
punti tanto con D che con L}; esse appartengono tutte alla famiglia (*) delle 
quintiche gobbe di genere 1 (con cinque punti doppi apparenti) le quali pos- 
sono possedere un punto doppio effettivo. 

Il sistema W° è del 5° ordine, 

La corda di LÈ situata su ogni determina una rete di superficie del si- 
stema. Di tali rette ne esistono co': quelle che individuano la quadrica H? 
(parte di J) passante per Lè e D, coordinata ad una retta L/' fondamentale, 
semplice per le W°, 

Esistono c0' coniche l' tangenti in O a ©, seganti Là, e D in due punti, 
le quali pure incontrano le ® su cui non giacciono, in soli punti fissi. 

Sopra ogni P ne esistono 5, tante, cioè, quante sono le quadruple di 
2° specie ottenibili dalla quintupla delle zerosecanti di 1%; quadruple che, Si 
vede facilmente, sono in corrispondenza biunivoca con-le coniche I di una ®, 


(4) Questa cubica nel caso generale (quello qui studiato) è gobba, ma in particoiare, può 
anche essere una cubica piana avente in comune con D un punto semplice ed uno doppio. 
v. D. 9. ! 

(2) Berzolari, Z. c., p. 114 (n. 31). 
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I punti di Y' coordinati alle co' formano una quintica L’? doppia su tutte le 
4. Pel punto O escono tre rette appoggiate contemporaneamente ad 18 e Dgj 
due qualunque di esse formano una conica |’, perciò esse corrispondono ad uno 
stesso punto T della quintica L'°, triplo per > di più, esse sono doppie 
per la superficie K, lmogo delle l°. 

La seconda parte di J, coordinata alla L'° è una superficie K di 8° ordine 
e razionale, contenente Lì come linea doppia, la’ conica D come quadrupla, ed 
avente il punto quadruplo O, dal quale escono tre rette doppie. 

La J è completata dal piano di D, contato due volte, coordinato ad un 
_ punto O’ semplice per tutte le W°. 1 

Tenuto infine presente che esistono due coniche T spezzate che compren- 
dono come parte due distinte generatrici di H? (e sono, detti A e Bi punti co- 
muni a t e D, le due coniche formate da una delle due rette OA , OB, e dalla 
corrispondente corda di L*, uscente dal punto di H comune, rispettivamente, 
a ciascuna di esse) concludiamo : 

Il sistema omaloidico W° è formato dalle oo” superficie di 5° ordine dotate di 
quintica doppia L'è, razionale con punto triplo T (che è triplo anche per le Y?), 
passanti inoltre per una corda L' della quintica e per un punto O°. 


S 


30. La J' (di 16° ordine) passante sette volte per L'°, tre per L'' e due 
per il punto O’, comprende : 

1) il lInogo delle coniche per O’ appoggiate in quattro punti ad L'° ed 
in uno ad Ly, coordinato alla conica D. Esso è di 5° ordine, contiene due 
volte la L/° ed il punto O’, ed una sol volta la L/!, cioè esso è Vunica YW° 
dotata di punto doppio in O'; 

II) il luogo delle corde di L’? appoggiate ad L/,', coordinato alla L% di X. 
Rigata pure di 5° ordine, di genere zero, contenente (') una eurva doppia di 
6° ordine degenerata nella quintica L'° (curva gobba di 5° ordine con punto 
triplo e tre punti doppi apparenti) e nella retta L/,! avente due punti comuni 
con la L';. 

La J' comprende infine tre volte la quadrica che corrisponde al punto O 
di Y, e non incontra le W° che in curva fondamentale. 
Tale quadrica è il cono «che da T proietta L/. 


Trasformazione (4,4). — 31. Le superficie del sistema ®', in quest’unica 
trasformazione (4, 4), hanno in comune, oltre alla conica doppia D, una quar- 
tica gobba razionale LÉ (secante D in 4 punti) ed un punto O. 


() Tipo VI di Schwarz, Ueber die geradlinigen Flichen fiinften Grades, Crelle, Bd. 67 
(1867) p. 23 (p. 37); Gesamm. Abh., Bd. 2, Berlin ‘1890, p. 40. 
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. Le c0', R4 del primo spazio sono di 4° ordine, incontrano L' in 6 punti 
e D in 4; giacciono quindi (') tutte sull’unica quadrica-passante per L',, ap- 
partengono cioè al sistema coniugato a quello di Li. — La trasformazione in- 
versa è di 4° grado. 

Le 4 rette di ogni ®' (formanti una quadrupla di 1% specie) che bisecano 
1L', ineontrano tutte le P su cui non giacciono in soli punti fissi. 

Il loro luogo è una rigata razionale H° di 6° grado, avente la quartica 
doppia Li e la conica tripla D. Essa è coordinata ad una quartica 1’ razio- 
nale fondamentale e semplice per le WS, la quale incontra in 6 punti le c0' 
curve razionali R/ di XY > 

Sopra ciaseuna D' esistono due coniche l,,, passanti per O, seganti D 
in due punti ed L'‘ in tre, le quali si determinano come quelle due coniche 
della Di, appartenenti a sistemi diversi e non coniugati (*) le quali hanuo per se- 


a 


canti comuni le rette della quadrupla di 1° specie delle zerosecanti di Li e per 
zerosecanti comuni quelle della quadrupla ad essa coniugata. 

Per ognuna di queste coniche l' passa una rete di ®. Il loro luogo K fa 
quindi parte della Jacobiana J, ed è Punica superficie del sistema ®@ che ha 
in O punto doppio. Essa è poi coordinata ad una curva del 2° ordine D' 
doppia per le Y'. 

La J è infine esaurita dal piano della conica D contato due volte, coor- 
dinato ad un punto fondamentale O’ del 2° spazio. Possiamo senz’altro conclu- 
dere che è sistema omaloidico del 2° spazio è affatto analogo a quello del primo 
spazio (*). 


Trasformazione (4, 3). — 32. In quest’ unica trasformazione (4,3) le Dà: 


hanno in comune, oltre alla conica doppia D, una quintica L°, di genere 1, 


appoggiata a D in 5 punti. Le c0' curve razionali di Y sono cubiche gobbe 
RÈ, appoggiate a D in tre ed ad L°, in 5. punti. Le W® sono di 3° ordine. 

Sopra ciascuna ® vi sono 5 rette (le bisecanti di L°,) che incontrano tutte 
le P su cui non giacciono in soli punti fissi. Il luogo di tutte le oo! rette 
analoghe è una rigata ellittica di 10° ordine avente D come linea quintupla ed 
L°, come tripla; essa è coordinata ad una quintica gobba di genere 1: L'î, 
semplice per tutte le W*. La J è poi esaurita dal piano di D contato 2 volte, 
coordinato ad un punto O’ fondamentale e semplice per le Y°. 

Le superficie cubiche W® passano tutte per un punto O' ed una quintica L'} 


ellittica. 





brb'erzolari, ko pa 113 (1, 80) 

(®) Berzolari, l. c., p. 98 (n. 15). 

(8) Il fatto d’essere i sistemi omaloidici in X e 2’ identici fra loro, era prevedibile, giac- 
chè vedemmo, nella prima parte del presente lavoro, esistere una sola trasformazione (4 , 4). 


I dre ea rd MARA Dda RA PRI: a VP de PRIA 
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Le o0* curve R'# sono quartiche razionali per 0’, appoggiate in 10 punti 
ad L',°. Alla conica D, corrisponde in Y' il luogo K delle coniche pér O’ che 
secano in 5 punti la L',°. La superficie K' è proprio l’unica Y® avente in O’ 
punto doppio" La parte di Jacobiana .J' coordinata alla quintiea L*, del primo 
spazio è una rigata gobba H' (luogo delle trisecanti di L’,°) di 5° grado avente 
la L’} per curva doppia. i 


» 


PREMIO SENSALES 


La R. Accademia di scienze, lettere ed arti di Palermo ha messo a con- 
corso il seguente tema di fondazione Sensales, per il triennio 1921-23, col 
premio indivisibile di L. 21300: 


Portare un contributo ai metodi generali di approssimazione, con particolare 
riguardo allo studio quantitativo e qualitativo delle soluzioni di classi di equazioni 
differenziali ordinarie e a derivate parziali. 


Termine: 31 Dicembre 1923. I lavori devono essere inediti, non presentati 
ad altri concorsi a premi, e scritti in italiano o in latino. 


ERRATA-CORRIGE 


? 


A p. 64, riga 21 ( Memoria di Tummarello) il caso XIV, B;C, va 
corretto in B,0,, e a riga 22 il caso XVII, 2B,0, va corretto in 2B,0,. 
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DIMOSTRAZIONE VETTORIALE DI ALCUNI TEOREMI 
DI KASNER 


NOTA 


DI 


CLARA ABBONDATI a (Napoli) 


In alcune Memorie pubblicate nel 1906 e 1907 il Sig. Kasner (‘) ha di- 
mostrato alcuni elegantissimi teoremi sulle traiettorie nei problemi dinamici del 
piano e dello spazio. Le dimostrazioni del Kasner, esclusivamente fondate 


9 


sui metodi cartesiani, non sono semplici. Già il Cesàro (*) in una breve 


Nota, aceennò alla possibilità di una grande semplificazione nelle dimostrazioni 
del Kasner, valendosi dei metodi della Geometria intrinseca. 
.Seopo di questa breve Nota è di dare delle semplici dimostrazioni vetto- 


riali dei più importanti risultati del Kasner. 


1. Cominciamo dal caso del moto in un piano e premettiamo la risoluzione 


(4) Edw. Kasner, The trajectories of Dynamics [Trans. American Mathem. Society, v. 7, 
pp. 401-424, 1906]; Dynamical trajectories: the motion of a particle in an arbitrary Field of Force. 
{Ibid. v. 8, pp. 135-158, 1907]. 

(2) E. Cesàro, Sopra alcune proprietà delle traiettorie in un dato campo di forze , [Rend. 


Ace. Se. fis. e mat. di Napoli, vol. XI, (3), 1905, p. 424—427]. 


VOL, LVIII 25 
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del, problema %”i trovare la parabola osculatrice ad una data curva piana 7 in 
un suo punto P ('). 

Siano t ed n due vettori unitari rispettivamente paralleli alla tangente ed 
alla normale in P e sia scelto il senso delle rotazioni positive in guisa che, 
col noto operatore i, sia: 


(1) REST ZIA È 


Diciamo poi u il vettore unitario parallelo all’asse della richiesta parabola, 
e sia: 


(2) t>x<U= cose : ux<ne= sent. 
Allora sarà : N 
(2°) U=@f1 


ove ev è il noto operatore che applicato ad un vettore parallelo al piano della 
curva lo fa rotare dell’angolo di % radianti. 

. Inoltre sia V il vertice, F il fuoco, O il punto d’incontro dell’asse con la 
direttrice, p il parametro della parabola. Potremo scrivere l’ equazione della 
parabola nella forma vettoriale : 


(3) 3(P_FxU+p= (P— FY. 


sprimeremo che tale parabola è osculatrice in P alla data curva 7, de- 
rivando la (3) tre volte successivamente rispetto all’ arco s, e supponendo che 
le derivate di P siano le stesse di quelle ricavate pensando P funzione del- 
l’arco s della curva |. i 
Tenendo quindi presente che per formule notissime : 








dP 4 i i EPISERASENIIO 1% 
dg Sri 9 Agat NO gg age la Urano pi 


p essendo il raggio di curvatura di # in P, dalla (3) con successive derivazioni 


(4) La semplice costr uzione data dal Koenigs [Nouvelles Annales de Mathém. s. 2, t. 20, 


pp. 11-12 (1881)], esige la conoscenza ‘della tangente in P alla curva luogo dei punti medi 


delle corde parallele alla tangente in P alla curva data. 
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otteniamo : 














(4) $(P_FxU+pftxU=(P--F)xt 
i (5) pit>< UU) (P — F)><Ukpim><U=p+(P—F)><m 
3 t 
a c » , 9 - ) S<U 
(6)  2ptx<u-n><u+p'(tx<u)-|-t><u-nx<u—;(P—F)xU+-p{ ; a 
È 0] 
mesh Pis<t 
al ; 
p 
Mica dp 
dove con p' si è indicata la a 
s 


Da quest’ultima si ricava, per la (4) e le (2) 
(7) p=3ctgg. 


Essendo nota la curva e quindi p e p’, la (7) ci fa conoscere l’angolo %, 
cioè la direzione dell’asse della parabola. Resta a conoscere il modulo di (P-—F) 
e il parametro p. i 

Sapendo che la tangente s’ inclina ugualmente sul vettore P--- F e sul- 
l’asse, per la (3) e (5) si ha: 


a 


(8) mod(P — E)=xa— 5 sene. 
Ed infine dalla (3) ; 
(9) p= p seno. 


Dunque le equazioni (7), (8), (9) ci faranno conoscere tutti gli elementi 
della parabola osculatrice. 
Così nel caso che la curva * sia un cerchio: 


DESCOSttEt pe--(6: cigni pe. 9005 


o 
o, Di de 


2. Ciò posto consideriamo il. moto di un punto P (di massa 1) in un piano 


TR A RT RR SI O E SAMI n SA CEI TT IDO CE - RE de ent 
; È a TRA x 


)( 196 


quando è soggetto ad una forza di vettore f funzione del solo punto P. 
Dic-ha:: 


fi ada 


t ed n essendo vettori unitari rispettivamente paralleli alla tangente ed alla 
normale in P alla traiettoria. " 
Ne segue: 


ir ped: da Lei dude 
Tdi lidi dii ae dg Bali 


n: 
fx<n— — 


p 
Eliminiamo v fra queste due equazioni. Avremo : 
vipix 


d 
ds 


(fxn = pfxn4 p di se nali pf sc 


a 
ofxrcta i 
a ds ds 








La forza f dipende solo da P quindi : 


ato igi Abd: 
ds 2 :3dPBds vga 


x 


dove si è accennata con 2 l’omografia vettoriale 


di Daf 
= 


Quindi : 
sfxt=pfx<n4 pnx<at. 


Supposto : 


n><at + 0 


eur TR AIA RISE SI Pag OVE C o” i : i È Uni 





ricaviamo il valore di 


| .IfxtT_pfxn 
| (10) | pr A OT, 


La (10) tiene Inogo dell'equazione differenziale della traiettoria nel sistema 
cartesiano. 


3. Dimostriamo ora îi teoremi del Kasner. 

TEOREMA I.—-Il luogo dei fuochi delle parabole osculatrici nel punto dato P 
alle traiettorie ottenute tenendo fissa la tangente Pt e faceudo variare la grandezza 
della velocità, è un cerchio 0 una retta passanti per il punto P. 

Infatti per una data parabola osculatrice la (10) in virtù della (7) ci dà: 


_gfxt_ctepf><n 
7 n>x<oat 


Se e'° è l operatore che applicato a un vettore parallelo al piano della 
curva lo fa rotare di un angolo %, si ha: 


EF P)=— at 
i 1 ; sul tsene — f N coso i 
P_Fcwe-?t——- pet seno =- e RP pali cile alt 
2 2 nx at 
Poniamo : 
SATS<.N 3 fx<t 
anni : pantera d3 
4ns<at 4n><at 
Allora : 
di) P_— F—=(20 seno — 2a cose) et = 


= bile’? — e'9) e! t — ale'? + e-'9) et = — (at + bn) — e-”° (at — bp). 
Sia O il punto tale che: I 
(12) P_O—=— (at + bn). 
Sottsaendo dalla (12) la (11) 


° FT_Oze"?(at—bn) 


‘eg 1 * peri fi VO Se WII, MAT “ 
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Di qui si deduce : 
mod (F — O) = mod (at — bn) = mod (P — 0) = costante. 
Quindi il punto F descriverà un cerchio di centro O, passante ‘per P. 


Tale cerchio dicesi cerchio focale corrispondente al punto P e alla dire- 
zione della velocità in P. 


Se 
f = cost. 
(caso dei gravi) sarà: 
CEZZAL 
Allora: 
p=3 n = 3 ctgy = cost. 


E siccome: 
P--F=xe-?t 


il punto P desceriverà una retta. 

TEOREMA II.—La tangente t alla traiettoria biseca Vangolo che la tangente 
al cerchio focale in P_forma con la direzione della forza. 

Se © è Pangolo che t forma con O — P, basta provare che l’angolo di n 
ed f è anche uguale ad ®. Ciò risulta evidente dal fatto che : 


pa, 


st) COL $: 3 "15 = 


mod (0 — P)- (O0-- P)x<<t=--—--; 
4anxat 


“gin cotto 
e quindi che: e 


(O— P)x<t _fxm 
mod (0 — P) mod f° 


TEOREMA III. — N luogo degli oo' centri dei cerchi focali ottenuti tenendo 
fisso il punto e fucendo variare la tangente t è una conica avente uno dei fuoch® 
nel dato punto P. 

Infatti se: 


t=/t4/M 
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| per la (12) si avrà: 
Ie, _sifocmt+ fxta LIA 
È (O P)xaf=7 60 par ona gmnnn SA N A fan) = 
_SLt+s Dio 
te n ge | nsx< at x(Pat + fan); 
e ponendo : 
— 5 
“— 4ans<at 


otterremo : 


(O — P)x<af=K]|f,f.(tx<at+nx<an) + fin>at+f.t x en|. 


Sia inoltre : 
ein ht e dette 


Allora i 
(O—P)xa/f=K|—f,f.(hxa't-tx<a/n)-+fînx<a/n—fito<a't|. 


AM gi 


i mratazinzuiatato>gogt, 
quindi : 
(O—P)><af=K —f, ftr<attns<am)-+f trani fins<at |. 
E ancora: | 100 > 


(O — P)x< (af + a'f) = Kf°(2n>x< at +t><an—n><at). 





pregi sella bid rr Pi d Pi È. Ò Ò È a 
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L'espressione : 
n>xat-txan 


non varia qualanque siano i vettori ortogonali n e t; diciamola —m, cioè : 


s “i ETA) 
(O — P) x (af 4 af) — sl 
Poniamo : 
of + a'f 3f° 1 m mod f 


— mod (af-ta'P) è P_ 3 mod (of + af) > € mod (af af"). 
Siccome 


3 mod f 

LO —Pragefe-=c- 

mod ( ) non 
risulta : 


(Ob) 22 
mod (0 — P)_ e 


che è l'equazione di una conica avente come fuoco P, come parametro p, come 


eccentricità e, e uno degli assi parallelo ad U. 
Se a è una dilatazione 


mz= 0) 


e quindi : 


(O — P)x<(af + a'ff—=2f?. 


+ OI 9 


Considero per -P un vettore parallelo ad af + a'f' e da O la normale. 
Si vede che: 


deo 
a n_(0—P)x<(af4+af) 2 
PHRéE=n00d (O A P) cosf Da ci moi mod (af Bag Laf) == Così. 


x 


onde il luogo è una retta normale ad af + a'f'. , 


toa 


si ea e tt i ca E 
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Se 


m mod f = mod (af + a'f') 


la conica è una parabola 
Se 


of + af —=0 
sì ha: 
Qatxnz—-m 7 mod (0 — P)= cost., 


e perciò la conica è un cerchio. Tutti i cerchi focali avranno il medesimo raggio, 


4. Il cerchio iperosculatore. — Consideriamo il cerchio di centro O e raggio 


r, Barà: 


(P pt O) — r3. 


Affinchè esso risulti iperosculatore ad una data traiettoria in P, debbono 
©. essere soddisfatte le equazioni : 


(P_0O)x<t—=0; 


A t 
— p mite oe 0 


Dalla (10) risulta : 


fxt 
(13) 3 _——7. 
n>< at 
Noti P e t si trova p; quindi esiste una traiettoria unica che in P ha und 


iperosculazione. 
Vogliamo trovare il luogo dei centri O dei cerchi ottenuti facendo va. 


riare t. Poichè: 





Yer. uva. 26 


ara) pit 


sostituendo nella (13) si ha: 
(14) (O — P)x< ali — P) +3f x<(0— P)=0. 


Questa è l'equazione di una conica passante per P, la cui tangente in P 
soddisfa all’equazione : 


Bif>x<(0 — P)=0, 
perciò è diretta secondo f. 
Se f deriva da un potenziale, a è una dilatazione e la conica è un’ iper- 


bole equilatera i cui assintoti sono paralleli alle direzioni unite di a. Infatti 
gli assintoti debbono soddisfare alla : 


(0—P)x<a{0—P|=0=i0—P)x40—P), 


che è certamente soddisfatta se (O — P) è una direzione unita di a. 


Essendo : 
ai =ix<alit-jx<aij=jx<oaji—ix<ajj=ixiai—iixiajj= 
-ixeji-jxjj}, 


si ha: 


Se quindi : 
uz=ui+ uJ e u_uj-- vi; 
risulta : 
au—au,i + auj= — wo] + ugo = — au. 
Cioè : 
au + au —0. 


5. Vogliamo trovare nello spazio l’equazione differenziale delle traiettorie 
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descritte da un punto P (di massa 1) quando è sottoposto” ad una forza di 
vettore F funzione solo della posizione di P. 


Si ha: 
dv SA” 
da cui; \ 
1 dv 
| fran 
Fx Ri ì 
(15) 
2 
Fxn=. 
p 


Indichiamo con b un vettore unitario parallelo alla binormale e quindi 
perpendicolare a t e n. Siccome F si trova nel piano osculatore, si ha 


feeh'=2 0; 
Derivando rispetto all’arco s: 


b>cat+-<F=o, 


ove 
BASSE 
“—— dP 
Per le formule di Frenet: 
CAL, MA RIONI ALI Deer dì 
; TO A Te PRA ARE Porca 


in cui p è il raggio di curvatura e x il raggio di torsione, si ha: 


Palena 
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e questa esprime che dati F,t e quindi n 
n 
(16) t=— = cost. 
a 


Sicchè le traiettorie ottenute tenendo fisso il punto P_e la direzione della 
velocità in P, hanno la stessa torsione. 

Eliminando v tra le (15) otteniamo per l’ equazione differenziale richiesta 
delle traiettorie : 


__3Fx<t—pFxn 
sot n>x at è 


6. Dimostriamo alcune proprietà delle traiettorie nello spazio. Immaginiamo 
collegata con la curva traiettoria di P rigidamente la terna t,n,bh e consi- 
deriamo il moto di questa terna quando P si sposta sulla traiettoria con ve- 
ocità v all’istante t. Come sappiamo il moto di qualsiasi sistema rigido equi- 
vale sempre ad un moto elicoidale; vogliamo trovare ) asse di questo moto 
elicoidale. Perciò diciamo £ il vettore incognito della velocità angolare. Per 
formule note di Cinematica si ha: 





dan] a 
tego e t=Q/\L 
Quindi : 
i n 
(17) Q AN ti» vi 
Similmente : 
: fi 


Da queste ultime si deduce : 
Qxn_0 


cioè l’asse del moto elicoidale è normale ad n e quindi complanare con b e t. 
Poniamo perciò : 


Q—mb + pt. 


208 )( 


Dalle (17) e (18) ricavando i valori di m e p si ha: 


Con eiò resta determinata la direzione dell’ asse del moto elicoidale. Bi- 
sogna determinarne un punto: sia R. 
Per la formula fondamentale di Cinematica, essendo P Vorigine, si ha: 


P'+-Q/\(R—_P)=vt+-£/\(R— P) 
Essa deve risultare parallela ad £, quindi: 
(19) ot+Q/\(R—P)=h9 


dove A è per ora un numero arbitrario. Di qui, moltiplicando scalarmente per 
n, risulta : 


Q/\(BR_-P)xn=0, 


cioè questi tre vettori sono complanari. 
Se Rèil punto d’incontro a distanza p, da P, posto : 


R_P_=pymn, 


sostituendo nella (19) avremo: 


ot+(2b— lt) \on=h(67--) 


T 
Ma: 


bAn=t ; tAn=b 
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quindi uguagliando i coefficienti di t e b. si ha: 





Pa a PSE 
= ; nati Reti 
p T T p 
da cui: 
1 
SALIRE RAI 
UT I <P 
ato 


Sicchè le coordinate X,Y,Z di un punto variabile dell'asse del moto 
elicoidale rispetto agli assi t,n,b, sono: 








x— gi ve pr i ada 
WE PO 
Eliminando v e gp: 
UA 
— © 
pere CART Rae AZI 
CRE n RE OgAa 
ARTARIANI 


o Y(X°+Z)+XZ=0 


che è l’equazione di un cilindroide. Possiamo dire perciò che facendo variare 
la direzione della velocità in P gli assi dei moti elicoidali descrivono un cilin- 
droide. 


7. Le sfere osculatrici.—-Se C è il centro di una sfera e P un suo punto 
sarà : 


(P_0)f—=r° 


l'equazione della sfera. 
Affinchè essa risulti osculatriée in P a una traiettoria deriviamo tre volte 
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successivamente rispetto all’arco 8. Avremo : 
(P_Oxt=0; 


(20) Ge Panna: 


(21) (P_0)xbh=tqp 
Ora ricordiamo l'equazione differenziale delle traiettorie : 
3Fxt=pFxn4pnx<at 
e EMIGDlichiamola per t. ui le (20) e (21) si ha: 
St(F xt) = (P—_0)x<3Fxm-bh—-cnx<at-ni. 
Poniamo : 
Fx<n:b—cn><at:-n=u 
che è un vettore contenuto nel piano n, b. Allora: 


(P—C)x<Uu=3rFxt= cost. 


Sicchè il luogo dei centri delle sfere osculatrici alle traiettorie passanti per 
P e aventi in P la stessa direzione iniziale è una retta normale al vettore U, 
La parte che essa stacca su U sarà: ; 





8. Facciamo variare nel dato punto la direzione iniziale e consideriamo ie 
traiettorie che hanno, come si è dimostrato, nel punto la stessa torsione. Dico 
che le loro direzioni iniziali formano un cono quadratico, 





PG RISO e sd 


ua Infatti 

È - 1__Btat _ ixcatFocn 

J 7 Paes (Fx<n? 

; Ora 

(F >< n° = (FA 1. po | 
, i 


b>xat:-Fxn=(b/\mx (at \F=—txat \F. 


Quindi : 
1 _txat/\F 


E « e 





Da cui: 


stxoat\EN=(FA#? 
che rappresenta. un cono di 2° grado. Tale cono contiene la forza, perchè l’equa- 
zione viene identicamente soddisfatta per F —t. Variando t avremo un fascio 
di coni il cui asse è la PF. ni: 








SULLA TEORIA DEI VORTICI 
& 


NOTA 


DI 


LETIZIA DEL VECCHIO (a Napoli) 


Il Prof. Stekloff in una Memoria (') ha risolto alcune questioni sui 
vortici con metodo assai complicato, perchè fondato sull’ uso delle coordinate 
cartesiane. Nella presente Nota si è cercato di sostituire, ai metodi usati da 

Stekloff, il calcolo vettoriale. 

Nell’ applicazione del ‘problema generale al caso di un vaso allindulco di 
rivoluzione, si è pervenuti a conseguenze molto diverse da quelle dedotte da 
Stekloff, perchè l equazione a cui deve soddisfare il vortice assegnato, 
nella forma che ne dà Stekloff, è incompleta, mancandovi due termini, — 
Si mostrerà a suo luogo, nello sviluppo di questa Nota, come, completando 
l'equazione suindicata, cadano i risultati piuttosto semplici a cui Stekloff 
perviene e come il problema assuma una molto maggiore complessità. 


$ 1. Problema generale della teoria dei vortici. Applicazione al caso di un 
vaso cilindrico di rivoluzione in cui le linee vorticali sono cerchi situati in piani 
| perpendicolari all'asse. 


Supponiamo che un liquido incompressibile riempia interamente un reci- 
piente chiuso solido che immaginiamo far parte di un sistema invariabile (A). 
Il movimento di tale sistema al tempo t si compone di un moto istan- 
saneo di traslazione, definito dal movimento di un punto O e da un movimento 
istantaneo di rotazione del corpo intorno ad un asse uscente dallo stesso punto. 
Sia v, il vettore della velocità di traslazione del corpo; e © il vettore rappre- 
sentativo della velocità angolare del corpo: questi dune vettori, dati in funzione 
del tempo, determinano completamente il movimento del vaso. — Chiamiamo V 


(4) W. Stekloff, Sur la théorie des tourbiltons [Annales de la Faculté des Sciences de 
Toulouse, v, 10, pp. 271-334 Og 
VOL. LVII. 27 
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toro della velocità di un punto P del liquido e il vortice; avremo è 
(1) NINO — TOLV 

ed essendo il liquido incompressibile, sarà : 
(2) divv_ 0. 


Sia o la superficie del vaso ed n un vettore unitario, normale a o e volto 


verso l’interno. La velocità v° del liquido deve soddisfare su co alla condizione 
che le componenti, secondo la normale n, della velocità di ogni punto della. 


parete e di quella del punto corrispondente del liquido devono essere uguali. 


n 
pi 


Si ha così l'equazione : 
(3) vx<n= g(P, 8) . su (0), 


avendo posto : 
e(P,9=|V+0/\\(P_ O)|x<n. 


Nel caso particolare di un vaso fisso, si avrà: @ = 0 Pu e quindi : 
(P.,t)=0 e però l’equaziane (3) diviene: v>x<n=0 su (9. 

Il problema generale della teoria dei vortici 

dato in ogni punto del fluido e per ogni t la rotazione, cioè il valore di 9 
in un certo istante in funzione del punto P, dedurne la velocità V del punto, è 
risolto nel caso di un liquido indefinito e nel. caso di un vaso chiuso fisso ; 
ma le formule risolutive esigono la conoscenza .della velocità alle pareti del 
vaso, che non è data, e quindi esse non rappresentano, propriamente parlando, 
la soluzione del problema. 

Vediamo di ovviare a ciò, 

Osserviamo piima, però, che il vortice 2 dev'essere assegnato in modo da 
verificare l'equazione fondamentale dell’idrodinamica : 


OV dv -dP tr i 
= Si e="0ra ESP. E, : n 
o Cbéi dEi SAI, > 





essendo P la pressione e U il potenziale delle forze che agiscono sui punti del. 


liquido. 
‘Osserviamo ora che : 


dp 
RA IO] 


PO SII 
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L LI » i Cc 
e sostituiamo tale valore nell'equazione precedente. Avremo : 7 
) PA 
A | 
ov dv MIO 2 
+ renceNe-0)|=gmav—P) di 


e -Ma: 
si dv He 
| Salta 


a. 
apriva Or 


_ è@ inoltre: 


grad É x w + ® AP oi == 1 (44 0 /\(P_0))+ 


I w 0 ‘=(S oN(utene-0)-e\r 
Car fteNe-0)-2A(+eAe-0)-« Av 


i e 


» 


P È 3 ; È 

+ L'equazione fondamentale dell’idrodinamica prenderà così la forma 
OV 1 PS i ) 
SK; + i grad yz +2 /\\v-- gradìîvx(w + 0/\(P— 0) st 





-2\(n+0A\P-0)-@0/v=grdU—P) 
| che può mettersi anche sotto la forma: 
dv d 

(4) TA V-v—-0/\(P_0)|-©/v=grad T 
avendo posto : 
E i 
Sto TZUP_ir +rx(nto/\-0)) 
«Prendendo il rotore di ambo i membri, si avrà : 


rot Si +r0t [4 Ta 





Wa (Pu) 





|ortoAm=o, | i 
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Applicando la formola del rotore di un prodotto vettoriale e osservando 


che il liquido è incompressibile e che il vettore © non dipende dal punto Li i i 
| l’equazione precedente diviene : 


ov, dol. a SEE 
rt D+ ron ceNe-o]j=Ta-o-e/2 i 


ovvero, invertendo i simboli rot e ri 


00 (40) 
(9) 3 I Sal 


o/\P-0)-n.|=T@-o—-0/Q 


Scelto, dunque il vettore £ in modo da soddisfare quest’equazione, la de- 
terminazione della velocità Vv si riconduce all’ integrazione delle equazioni (1) 
e (2) insieme alla condizione ai limiti (3). 

Supponiamo anzitutto che £ soddisfi in ogni punto di c alla condizione 


(6) Qxan=0. 


Poniamo ora : 


(7) Nes grad® + rotpW 


. 


essendo ® un numero e w un vettore funzioni del punto P, che si tratta do 
punto di determinare. 


Sostituiamo questo valore div nella (1). Avremo: 


(8) Q —= rot rotpw. 


Ma: 


rot rotpw = grad div w — Aw. 


e siccome vi è ancora dell’arbitrario, imponiamo ancora la condizione: div w=0. . 


La (8) si trasformerà in Aw—=—Q. i a 
Una soluzione di quest’equazione è, per il teorema di Poisson: 
L(9' 
(85) i W,o= ca di 


indicando con 7’ la distanza del punto P da un punto P’ variabile nello spazio 


limitato dalla superficie chiusa 0o,-con £' il valore di Q nel punto P', con dr, 
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l’elemento variabile di volume che circonda il punto P'. Il vettore w, così de- € 
terminato, soddisfa alla condizione div w = 0. € 
Infatti : o 
‘1 Q'\ (deo O 1 (Qxn E 
di = ——[divp||dl = — — | divp|-]|d = — fio : 
lVpW al ivo( "I T sl lVp | 7 {e a, 7 do 0 


tenendo conto della relazione supposta (6). 
Ponendo dunque: È 


| 4 1 MEL, 
avremo : 
(9) v=gradD + S. 


Resta a determinare ®, Sostituendo (9) in (2), si-ha: 
(10)  A®=0 


e la condizione (3) diviene: 
grad ®xn=[n +0 \(P_0)|xn-Sxn 


che, ponendo : 
ie DES: —O|xn-sxn 


diviene : 


d® 


(11) =/ 


Dunque il problema della ricerca della funzione ® equivale al problema 


cosidetto di Neumann per il campo di r. 
Perchè un tal problema sia possibile occorre che si abbia : 


(12) lio 


e questa condizione è effettivamente soddisfatta, come si può verificare tenendo 
presente l’espressione di f. 





pol n d e £ O IAA au 7 Lite ba » è é Lia 





w Determinati dunque ® e w, la (7) ci dà il valore di v. 6 
% Supponiamo ora che la condizione (6) non sia più verificata. > 
Chiamiamo v, una funzione qualsiasi del punto P, di cui esista il rotore, 
e poniamo : 


(LAY a = TOtv — rotv, 


Scegliamo poi la funzione v,, arbitraria, in modo che si abbia : 
4 


(14) RP EA 
Introduciamo una nuova funzione incognita V tale che : | 
(15) v=V+yv, 
Le equazioni per determinare la nuova incognita saranno : B 
(16) o. = rot V 
(702 divV + H = dove H=<divy; 


(18) Vxn+w=0 ‘essendo up=VXN— %. 


IL’ equazione (16) è della stessa forma della (1), ma qui o. oltre a soddi- 

| sfare la condizione evidente: diva =0 soddisfa anche all’ altra 2><hn 0 

s su (0). i i 

Dunque ci siamo ricondotti al problema precedente. 
Possiamo allora. porre anche qui : 


(19): V=S,+ grad D, 

dove : 
; I rotv' _, d 
(20) UT, RI to f 7 dr. 


Sostituendo (19) in (17), si trova: AP | H—=0 e ponendo: 


-H' 
o-Q+fr&=e + R. 


y' 
l'equazione precedente diviene : 


(21) AQ=0 nell’interno di (0). 
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dQ , dk 
—— | — + $ n = 0 
dn * du ee EISI 
oppure . 
; i dQ 
22 fe 1 
De) dn J 
avendo posto : 
TR 
rg om; 
; dn 


Il problema è così ricondotto alla risoluzione del solito problema di N e u- 
mann, per la determinazione della sola funzione incognita ®; risoluzione 
possibile perchè la derivata normale della @ soddisfa all’equazione : 


n 


[fas == 


«/ 


Determinata la funzione Q, avremo : 


1 rot V' î. div v,)' i 
(23) Ne — rot ES di' + re: grad [ti de + gradQ + V,. 
) db 


(1° 








La funzione v.è perfettamente determinata da quest'equazione, malgrado 
l’arbitrarietà della funzione v,, poichè le equazioni (1), (2), (3) non ammettono 
che una sola soluzione. hi 

Applichiamo ora il problema generale al caso di un vaso cilindrico di ri- 
voluzione in cui le linee vorticali sieno cerchi situati in piani perpendicolari 
all’asse, 

Non essendo soddisfatta la condizione 2 ><n—=0 poniamo la funzione 


incognita : 
(24) v=V4v, 


essendo v, un vettore determinato dall’equazione : 


(rot V—rotV)>x<n==0 
a cui si può soddisfare facendo : 


(25) = rot Vv 
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d 
Potendo scegliere a piacere le prime due componenti di v,, supponiamole 
nulle; chiamata y la terza componente, l'equazione precedente diviene : 


dY OY. si 
RI Aia rad” 
9 dy i rei, i grady 
da cui, integrando, troviamo : 

(26) x= fio > dP 


(7) 


cioè determiniamo la terza componente di v,. 
La (24) allora dà rot.V = 0 la quale mostra che V è il gradiente di una. 
certa funzione ®, ossia : 


(27) V=gradd, 


L’equazione (2) diviene : - 








RE 
(28) AD + <} = 0 in (©) 
e la (3): 
dd ; 
(29) a + g=0 in (0). 


La (28) si può facilmente ricondurre alla forma più semplice : AQ 


ponendo : 
ia) 
1 02 c i 
®=Q+<+ corea Qi 


osservando che, per il teorema di:-Poisson: 





Pa) 


AR=£. div Vi 


La ricerca di ® dipende, quindi, dalla risoluzione del problema di N e u- 
mann. Determinatala, si ha : 


(30) V=gradD + vy. 


Ciò posto, consideriamo il cilindro di rivoluzione avente R per raggio e 





pre (217 ) 
| 22 per altezza. Se P.è un punto qualsiasi del liquido ed O il punto medio 
| dell’asse, del cilindro, servendoci di coordinate cilindriche poniamo : 


(31) ; P_O=pea+ <k. 
Sia, poi, il vortice £ dato dalla formula : 
(32) fe Ri fo a "i 
essendo è funzione che dipende da e, t, p e non da $. 
Si riconosce subito che in questo caso le linee vorticali sono cerchi e'che 


il vortice soddisfa alla condizione div £ = 0. 
Tenendo presente la (26), avremo : 


open dispo k fo etaxdP—=— fo do 
e quindi per la (30): 
(83) I v= grad® — Kfodp. 
La ® può determinarsi tenendo presente che deve soddisfare 1’ equazione 


(28), che però trasformeremo in coordinate cilindriche. 
L’espressione di A® in coordinate ortogonali curvilinee è: 


pian) | 





22 
rispetto cioè ad una forma quadratica differenziale del tipo : 


Prassi dii de |a, da, scala 


il cui discriminante sia a. 
Nel caso nostro sarà : 


: | 1 0dD dd 1 dd) dd 
IENE > nt e. PEAS N IRAP RA 
e o dp "gp LAS, de ! 92? 


e quindi la (28) diviene: © 


1 9® > 
pod 


iù) 1 0° 1 0% 
+; ved RAF dere 7 Siate 





Dif. 
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e” La condizione (29) sì trasforma in: 
[erud —xkifode—y,— 0 \ (P—0) >= 


Supponiamo : 
o=(ptigat+rk, vo =(&+ iv) a + wk 


e sviluppiamo l'equazione precedente. 

Essa dà luogo a due equazioni che si ottengono considerando, per la’ 
prima, i punti della superficie convessa, per la seconda i punti delle basi in- 
feriore e superiore del cilindro (2 = + /). 

Nel primo caso la n risulta normale a k; avremo quindi : 


graddbx<n=vy,xN+@0/\(P_0)xn 


che, semplificata, dà 
0 
(35) I = (u + #9) così + (0, — 2p) send. 


Nei secondo caso invece la n è parallela a k, e quindi normale agli altri 
vettori unitarii a e a; avremo quindi : 


gradbx<n = î food + vw +.0 /\\(P— O)|x<n 


DI 


cioè, sviluppando e riducendo : 


d È 
(36) ci ode + 2%, — p(g 089 — p send). 


Trasformeremo ora in coordinate semipolari l equazione (5) a ei deve 
soddisfare ©. 
Osserviamo prima che il vettore v in coordinate semipolari sarà dato da 


0 te DAE 0® 
val—-+e-47]|e°a —— —| wdp |k. 
(Or sn)! 3 fto) 
Tenendo presente questo valore, determinando le componenti degli altri 


vettori che figurano in (3), sostituendoli in questa equazione e semplificando, © 
si giungerà ad un’equazione della forma : 


(37) Sie'® a + Te' a + Rk—=0 





n 


3 Pi ; 
(WAI ; s ; : È i e SE EIA È MA 
ORTA x tg Wei LR RSI COSE VICI) AI VR DLP NIE TINTA, PASO ER SRO RI VR e e MR nonno gia 





__ do ., 6®/dw O) 00 / OP o 0° 
AT ara la a O 


+ (q così — p di deg: 2) da ° 


0 
— (peosì — q sen) — ; 7) se " 


DES “e ET) — =g7 (0140088 + v,sen6) —20, 7 da + 


2 9 2a 
+ (pen + geoso(+ SE So o Esa 


è Li... 08 dz” 


©T 0? o 0° w 0 
_—_ F, Pi al Ì nl 7 
a Gi Fo così + 1 sen) + Ter > Z%A Te La; 5 si AT 


2 


CTD 
+ + (u,sen9 — #,6089) + — (p così — q sen) — 





. 9p 
0° 1 0® 
—= 275 I Hi 5) (p sen + q così) , 
o? 0? a 
pr n C- — (p così -- g sen) +- (i -/7 îr) (p così — q senb) — 


o 





i °® do 
Lg 30da (p send + q così) — (7 fr do) 


Perchè la (37) sia soddisfatta occorre che si abbia separatamente: S = 0, 
perda = 0. 

La complessità di queste tre equazioni non rende agevole la prosecuzione 
dello studio del problema. Tale. complessità non risnita nella Memoria del 
Prof. Stekloff, avendo egli trascurato due termini nell’ equazione fonda- 
mentale dell’ idrodinamica a cui deve soddisfare il vettore L. Cadono, perciò, 
tutte le conclusioni a cui egli giunge nell’ applicazione del problema generale 
della teoria dei vortici al caso di un vaso cilindrico di rivoluzione, in cui le 
linee vorticali sono cerchi situati in piani perpendicolari all’asse. 

| n 

$ 2. Determinazione del movimento di un liquido incompressibile, contenuto 
in un vaso di forma qualsiasi, supponendo le linee vorticali delle rette. Caso in 
cui il vaso sia un ellissoide e le molecole del liquido si attirino secondo la legge 
di Nemton. 


- 





na de ona. ta i ri , È 
bop PA RI RO 7A al d Lal pr 
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Premettiamo allo studio del problema propostoci l’osservazione seguente : 

Conoscendo una soluzione particolare v, dell’ equazione Q = rot v, il pro- 
blema generale della teoria dei vortici si riduce alla determinazione di una | 
sola funzione ®. 

Infatti, in tale ipotesi, posto v=V+-v,, si ha: Q=rotV + rotv, cioè: 
rot.V —=0 che ci esprime la condizione necessaria e sufficiente poichè V sia 
il gradiente di una fanzione ®, cioè si abbia V = grad®, 

Le altre condizioni a cui deve soddisfare il vettore y : 


s 


4 


divv=0, vxn=]|y+@®/(P—_ 0) 


ponendovi : 
v= grad® --v, 
divengono : 
div grad® + div vy, = 0 


OSSÌAa : 


A® | divv, —=0 e grad® x n= r+0/\P-0) XN_-VXxM 


af 


Determinata la ® mediante queste due equazioni, basta porre v=grad.DH-y, 
perchè il problema sia risolto. 

Applicando quest’ osservazione al problema che ci occupa, poniamo : 
ve=V4-v, 

Scegliendo y, in modo che le sue componenti %,,v,, 7, siano date dalle 
formule : 


* % 


np BE, 


* 
U, EA AR e e ATEI | 


. 
in cui, per l’ipotesi che le linee vorticali sono rette, bisogna supporre £,, 
,, 9, funzioni della sola +. E 
È facile verificare che il valore da noi scelto per v, è una soluzione par- | 
ticolare dell'equazione Q = rot v. i; 
Il problema, per quanto abbiamo accennato, sì riduce a determinare una 
funzione ® che soddisfi alle condizioni : 


(1) _ A®+divy,=0 nell'interno di (0) 
d® i 
(2) DRAG Vo + /\(P_0O)|xn—vxn -. su (0). 





n ii edi iii ER ALLA O SA, (a 7- A aa - d'ala i 
sid ’uéa ) , » ue + na ia è » b; i 1 
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Snpponendo che il vortice 2 si scelga in modo da soddisfare l'equazione: 








09 d9 dv 
(3) Ey IP v-v—-©0/\(P_ O) =qapll 9-0 


Ora, poichè abbiamo supposto che y, soddisfi Vequazione: £ = rot v, cioè 
possa rappresentare la velocità di un liquido incompressibile, si avrà div y, 0 
e quindi la (1) diviene : 


(4) AD==0 nell’interno di (9). 


La (2) poi può scriversi; 
(5) .|grad® —v-@/(P_0O)—v|x<n=0. su (0). 


La condizione (3) a cui deve soddisfare £; ricordando che questo dipende 
solo da t e quindi non è funzione del punto P, sì può scrivere : 


CS 


02 dv 
RE 7 





Poniamo ora in quest’equazione: v=V + v, = grad D+ v.. 
Si avrà: i; 
0Q d(grad®P + v,) 


RO IE ASTI A ata Le 
cagto 3P (Q- 0) —-0/2 


Applicando la formula del gradiente di un prodotto scalare, osservando 
che non dipende da P, l’equazione precedente si trasformerà nell’altra : 


(6) grad | grad® x (0 — 0)|= i +0 \L— dig — 


La soluzione del problema è così ricondotta a determinare una funzione P 
del punto P e del tempo t, e una funzione £ non dipendente che da #, me- 
diante le equazioni (4), (5), (6). 

Supponiamo ora, in particolare, che la superficie del vaso sia un ellissoide 
avente per semiassi a, bd, c. 

Sia : i 


a Yy 2 22 
atete" 


la sua equazione. 


EA SPE RETE MST TI 
Sali A VR E TIE IATA 


i 





ro) 


Vediamo come si trasforma l’equazione (5) in coordinate cartesiane. 


Chiamiamo «, , ©, ; 20, le componenti di v, e p, 9g, r quelle di ©; siano 
a, B, { i coseni direttori SRL normale alla superficie data. 
Sarà : 


‘La (5) diviene: 


0® x OD y , 0 2 x 
7 AA le FRI SUR EN. 
sE On Gir 1oyiii e da het Utd si A) a’ #) 


L 1 / PA 
+ +ro — pe — Rm) D+ 0 +09 — a — Qu) 





Cerchiamo adesso di soddisfare all’equazione (4) di Laplace con una ® 
della forma : 


(8) 20 a Hk4py+ vw + a,d + 4,Y° + 4,2 + 2a,,©y + 2a, y02 + 2a,,yy2 


in cuì tutti i coefficienti sono funzioni incognite della sola variabile t. che 
vogliamo determinare. Sostituendo nella (4) tale espressione, si trova : 


A,, | dg + dg =0. 


Otteniamo così una prima condizione a cui debbono soddisfare i coeffi- 
cienti. 

Per trovare altre relazioni che, con la precedente, valgano a determinarli, 
ricaviamo dalla (8) le derivate parziali di ® rispetto ad x, y, 2, e sostituiamo 
questi valori in (7); essa diviene: 








2 2 2 
x Y 2 Giuda r 9, 
oi 5 + gir + 05 + (A ignari sa a 


po sa 





a 1g AES] Q 
tattoo 


À x DIA y z 
ei 


Pat 








; 
a 
x 





(9) VAR DI AD A MAR AT ono i) 








r(a'—-b°)—Qa? i p(b°'— e) --Q db? g(e'—-a’) 90° 
\ ca,=tHI 3 Ugl — a A er as a 
spa FIA let EH Ha 
Î 1 EZIO u=20, v=2W%, 


Possiamo considerare le quantità @,, (i, &%=1,2,3) come le componenti 
di un’omografia « (dilatazione) e se osserviamo che il vettore di componenti ., 


|, v è uguale al doppio della velocità v,, l’espressione per ® può anche sceri- 


versi : 
(11) 2P—=2v>x<(P—0)+(P—0)x<a(P—0) =? Yta(P_ 0» x(P_O). 
Sostituendo tale valore nell'espressione della velocità, avremo : 


v=g grad on, + — |> P—_O)}+4v, 





che, sviluppata, darà : 


1[d(20,) Ora =0) da(P—O) 


> Su n 





Ma », non dipende da P e in generale: 





quindi : 
=V + (a+ ti e _ 0) — O)+ Vi: 


‘Ponendo 


Pa (P 0) 


- Ae >; a L) Ù 
CR rien intatte 





(224 | rat 
essendo f una nuova omografia, la formula che dà la velocità diviene final- 


mente : 


(12) V=v+v+ Be — 0). 


Supponiamo ora che le parti del liquido si attirino secondo la legge di 
Newton. La funzione potenziale U sarà della forma : 


(13) | U=A,—(P_0)xyP—0) 
essendo : A 
x 4a 
Dario sa i ; ZE VI,Ò Miei du. 
VLE+% |. | VILÒ+%) 
0 0 








Ilò che figura nelle espressioni di A, e rappresenta l’omografia la cui 
inversa è tale che: 


(M— 0)x è-(M— 0)=1 


sia Vequazione vettoriale dell’ellissoide. 
È evidente allora che: 


2 si =aî , j=%j , èk=k 


essendo a, bd, c i semiassi dell’ellissoide. 
Ciò posto, vediamo come si trasforma l’equazione : i 


+2/\|r_n-o/\@-0)]|-é/\v= gra? 
dove : I 
T=U-7- +rx(h+a\e-0)l 
Risolvendola rispetto a grad n si ha: 


i d d 
(14) grada=gradU—k Sr vt Sp|rteA\e_0) o 


a(s/\ 2-0) SIE #00 i 
L& TEL Ep. it Vere FRA) tro @-0|to\r. sa 





DÀ ; pa la ; " y 
oa er etce vu PVI PIECE Re sr MI Parcongisre fonia io dti serrati ii n iii 
vale der oriali la +4 di Ae a b <“ E DI valente e 


MIL: bibi e di Ve 3 Se SOLITA al 
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Sostituiamovi per U e v i valori dati rispettivamente da (13) e (12), os- 
servando che : 


(TO); 





d 
grad U = grad A, — y(P — O) essendo Y=1T+% ni 


prati vir] (ira ofeno 


( 


grad x(n +eA@-0)|=17 Wtkap n TITAN (P—O0 


Ptilipore-ofe-0+-e\[tr+e—0)] 





La (14) diverrà: 





gradim==gradA;—y(P_- 0Q) ea, palVota: Ae — 0)— 
dB > 
-( Bir +r+ 0 — 0) (e — ++ Th, +e -0)|+ 
OV op(P— O) 


Lo $ 0 
ille e nofeno grz 


IO 





mere —0j+2/[o/\r-0)|to/\|nkr+AP—0)|- 





on 0 | |n+r+ #2 0)| 


che può anche scriversi : 


dv, , dgP—_0O 
grada = gradA, — y(P — die: (de IP SEO (1t(P_0)a\tP--0)) — 


E al -2Akr + pip— o+2/\(a\e-0)) 
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Poniamo ora : 


3 nea, +gmda,- Ge "E AO 
pd 








® i La 
da dv, dg(P—0) A RI 
PEA xP_ (i TP AEZ0N v,+gP— 0-0 NP 0) " 3 
a op(P—O i Na 
| eZ angP-ot2/(»/\e-0)) | 
i L’espressione di grad x diverrà : i Pi 
È st 
È (15) grada = bh 4 s(P — O) & 
essendo b un vettore e 6 un’omografia (dilatazione). nia i Ea: 
3 Cerchiamo ora di integrare quest’equazione. Moltiplicando ambo ì membri 
D per dP, avremo: î ui 
; grada x< dP =bx dP + c(P — 0) x< dP = dr. i ha; 
È Ora è noto che: sa a 
Lor do(P — 0) ><(P — 0)| = o(P — 0) x dP +(P— 0)xodP= | 
= 20(P — 0) x dP_ n. 


. poichè 6 è una dilatazione. 


Sostituendo nell’equazione precedente : 






dr —bx dP LE o(P — 0) x<(P — O)|>< dP 


N 


da cui, integrando : 
Si 1 
T b>x (chi O) + = s(P OST O) -| (4) 


essendo © una funzione arbitraria del tempo. 
Cerchiamo ora la risultante delle forze della pressione del liquido sulla 


parete del vaso. Si ha: 


f 


R FI grad - dr =[aP — 0)-dî+-frd: = af? — O)dr +fh da bf: 


u 


avendo osservato che : 


af( — O) da =0 


poichè il centro dell’ellissoide coincide con il centro di inassa, 
Chiamiamo invece M la somma dei momenti delle forze e di pressione in 
tutti i punti della parete del vaso. È noto che : 


M=|(P— O) /\ zndo =lr(P — 0) /\ ndo =frot [ate - 0)|d: = 


DA e/ 


cen È rot(P — O)dr + ferad t /\ (P — O)-dr. 


Ma rot (P— 0)—=0 e gradr =c(P — 0) 4 b, quindi : 


M for — 0) (PF 0)dc 4 Db N — 0)dr = fore — 0) \(P_0)dr. 


e 


Ciò posto, possiamo riassumere i risultati ottenuti dicendo : 


IL movimento di un liquido incompressibile di densità 1, che riempie una 
cavità di forma ellissoidale di un corpo solido, nell’ipotesi che le linee vorticali 
siano rette e che le molecole del liquido si attirino secondo la legge di Nemton, 
si riduce alla determinazione di tre quantità incognite, 2, v,, © che si possono 
ottenere mediante l'integrazione dell'equazione (6), in cui si sia sostituito per ® il 
valore dato da (11) e di altre due equazioni che sì otterranno considerando il mo- 
vimento del corpo solido. Trovati questi tre valori, la formula (12) ci farà cono- 
scere la velocità del liquido. 
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Le forme cartesiane delle due equazioni che si ottengono considerando il 
movimento del corpo solido, sono le seguenti : 














Carini sil rase 

= Par +42 ; 

ini 
(17) | S| cs #wi- — ig Io — Y I + M,4+M 


d (90T OT OT OT OT 
Hi ST pie i papi 
dt (2 ù du, No dv, alt op ta dq Se, 


dove T è la forza viva del corpo che supponiamo soggetto a forze di cui di- 
ciamo X, Y, Z le componenti e L, M, N le.componenti del momento secondo 
i tre assi R,, R,, R.,;.M.,, M 
sione del liquido sulle pareti del vaso, e del momento di questa, pressione. 


‘ M, rappresentano le componenti della pres- 
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TEMA DI CONCORSO 


proposto dalla R. Accademia delle scienze fisiche e matematiche di Napoli. 


\ 


Completare almeno in qualche parte la teoria delle funzioni sigma abeliane 
di genere superiore a tre a simiglianza di quanto fu ‘già fatto per quelle di 
genere tre. 


Premio L. 500 — Scadenza 31 maggio 1922. 
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SULLA SECONDA POLARE MISTA DEI PUNTI CICLICI 


DI UN PIANO RISPETTO A UN SISTEMA DI RETTE 


NOTA II 
DI 


. GIOVAN BATTISTA ZECCA (a Bologna) 


In una prima Nota su questo argomento (') ho considerato i sistemi di n rette 
rispetto ai quali la seconda polare mista dei punti ciclici del piano è indeter- 
minata. Ora mi propongo di csaminare due nuovi casi: quello in cui la detta 
polare ha tutti i suoi punti a distanza infinita e quello in cui le rette del 
sistema formano incontrandosi un poligono regolare. 


1.—Ci limiteremo ai sistemi formanti totalità reali, cioè dati in coordinate 
cartesiane ortogonali da un’ equazione intera F = 0 a coefficienti reali. 
Poichè il primo membro dell’ equazione della polare si può scrivere 


0°F . 0?°F 


dx È 04°’ 
che indicheremo al solito con A.(F), il problema è algebricamente ridotto alla 
determinazione di un prodotto reale di » fattori lineari in x,y, tali che A(F) 
risulti eguale ad una costante diversa da zero, 


Posto F = P,P,....P, duve P, è una funzione del tipo ax + dy +e (es- 
sendo a e d non simt taneamente nulli) supponiamo che si abbia Videntità 


ARR (K + 0) 


escludendo per ora il valore 2 di n. 
Osserviamo che le rette P,=0 sono necessariamente distinte e che due di 


esse non possono essere parallele (*). 


(4) Giorn. di Batt., v. 47, 1909, p. 299. 3 
(2) Chiamandosi parallele anche due rette immaginarie se il loro punto :d’ incontro è sulla 


retta all’ infinito, 
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E infatti se poniamo F —=U,-|- U,-,+.-.., essendo U, omogenea e di 
grado i nelle variabili, per î > 2 si deve avere A,(U,)) — 0. Dunque (v. Nota 
citata) le rette date da U,=0 sono reali e formano un fascio regolare cioè 
concorrono in un punto (che qui è l’origine delle coordinate) e. dividono qua- 
lunque circonferenza avente il centro in quel punto in 2n parti uguali. 

Le » rette date da F = 0 devono avere gli stessi punti all’ infinito delle 
rette date da U, — 0, il che basta a dimostrare l’assunto. 

Con ciò resta anche dimostrato che le rette P, =0 sono tutte reali. 

E infatti se il sistema contenesse una retta immaginaria, questa avrebbe 


il suo unico punto reale all’ infinito, in comune con la sua coniugata pure ap- 


partenente al sistema. Ma allora due rette del sistema avrebbero lo stesso punto 
all’ infinito. 

‘Osserviamo che Vente geometrico F = 0 non può avere un punto di mul- 
tiplicità superiore a 2. In caso diverso con una trasformazione di coordinate 


(le trasformazioni ortogonali lasciano invariato il A,) potremmo portare l’origine' 


degli assi in un tale punto: ma attera il minimo indice delle nuove U sarebbe 
maggiore di 2 e la somma delle loro derivate seconde rispetto ad «x e ad y 
non potrebbe essere una costante diversa da zero. 

Prendiamo ora l’origine delle coordinate nel punto comune a due rette 
180° 





del sistema F = 0 che formino fra loro Pangolo 


Avremo, indicando con F' e U', le trasformate di F ed U, 


E° _ Dig + \TEFRIO "tà IS? i Lig 


essendo U'’, — 0 l’equazione di quella coppia di “rette. 
È evidente che U’, dovrà dividere tutte le U’,; ma ciò non è possibile 
se U’, non è identicamente nullo per 2 <i < n. Infatti due rette del sistema 


(1) 





U’,—=0, che è un fascio regolare, avrebbero per angolo che è minore 


o 


di 





(angolo acuto di due rette consecutive del fascio stesso). Sarà allora 


F=U,-+U,=U(Q-+1) 


essendo Q | 1 = 0 un sistema di n — 2 rette parallele alle rette distinte e 
concorrenti Q = 0, il che è evidentemente impossibile per n > 3 (8). 

Dunque il problema proposto non ha soluzione per n > 3. 

Per n = 2 soddisfa al problema qualunque coppia di rette reali non per- 
pendicolari fra di loro e per n —=3 il gruppo delle rette dei lati di qualunque 
triangolo equilatero come si verifica immediatamente per via diretta. 

N.B. Condizione necessaria e sufficiente affinchè gli assintoti della curva reale 


(3) E infatti le coordinate di un punto comune a una retta del sistema Q= 0 e ad una 
retta del sistema Q + 1=0 non parallela alla prima, dovrebbero rendere Q+1—-Q=0. 
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di 3° ordine f =0 formino, tagliandosi, un triangolo equilatero è che la somma 


fd i i 
de ta sia una costante diversa da zero. 

Infatti si può porre f — R-S-T + U, essendo R—=0,S=0,T_-0,U—=0 
rispettivamente gli assintoti e la retta satellite della retta all’infinito. La fun- 
zione f ha lo stesso A, della funzione R.S.T: da ciò segue immediatamente la 


proprietà enunciata. 


2.—Se f= 0 è l’equazione in coordinate cartesiane ortogonali delle rette 
dei lati di un poligono regolare di » vertici, sappiamo che A.(f) è una costante 
per n= 3. Vediamo ora quale forma assume il A, per n > 3. 

Indichiamo con P,P,... P,, i vertici del poligono, con A, , À,,... i punti 
medi dei lati P,P,, P,, ...,Con S il sistema delle » rette dei lati. Sieno O 
il eentro ed a l’apotema del poligono. » 

Prendiamo O per origine delle coordinate e per asse delle #, OA, : ponia- 
mo al solito a + iy=2z, ax—iy=2 

ti 
dada" 
ciamo ruotare gli assi di un angolo positivo o negativo che sia un multiplo 


(6) 


Sarà A.(f) =4-—_,. Osserviamo che la somma 2” -+ e’ non varia se fac- 





di . Infatti ciò equivale a moltiplicare 2 e 2° per una radice ennesima del- 
l unità. 

Sia M(@,y) un punto qualunque di una delle rette del sistema S, che 
tocchi la circonferenza (0, a) nel punto A,. 

Facciamo ruotare gli assi intorno ad O finchè la direzione positiva del- 
l’asse delle a venga a passare per A,. i 

Se p° è la potenza di M rispetto alla circonferenza, le nuove coordinate 
di M sono rispettivamente 4 e + p. Avremo allora: 


(1) (+ ig" + (e— ig" — (a+ ip" +-(a— ipli=0 
essendo p = |a + y° — a”. 


Abbiamo così l'equazione del gruppo delle » rette di S, che si può porre 
sotto la forma: 


) Ds)eca_ (sj emo, 


F sa n ; n_-1 iù E 
al variare di è da 0 ad 5 per n pari e da 0 ad per » dispari. 
N «i 





Se poniamo: U=2" +e", V—=(a + fee — af + (a — ez — d, 
la (1) si scrive 


U—V_=0. 
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U—=-0 rappresenta le n rette di un fascio regolare di centro O, avente 
per asse di simmetria l’asse delle x, mentre V—=0 fornisce cerchi di een- 
- tro O passanti per i punti d’incontro di un lato qualunque del poligono con 
le rette del fascio U = 0; da .ciò risulta che se si pone in V, 2° = È, Vequa- 
zione V(É — 0 ha le radici positive e distinte che sono le misure dei quadrati 
dei raggi dei detti cerchi. 
eran EPA 
——— secondo che n è pari o dispari. Ora A,(U) 
2 

è identicamente zero: sarà dunqne A,(U — V), a meno della costante — 4, eguale 
0?V d(.dV 

danese 
0202 dé \° dé 


; aste 
Il numero di questi è 90 
ii 


2 È : E UD î n Con : 
Se n è pari, V è di grado 7 in È. L'equazione V=0 ha 3 radici reali 
dl 


positive contenute negli intervalli di' quelle della precedente : 1’ equazione 
. AV 


sa Sh 3 È d dV 
a avrà in più la radice zero: finalmente l’ equazione dE ( +) si 


dé 


n ta ? pr RIN 
AVIO radici reali, positive e distinte. 


dl 
Dunque per n pari la 2° polare mista dei punti ciclici del piano rispetto al 
sistema S delle rette dei lati di un poligono regolare di n vertici si compone 


, RISATA ; : ù 
di 3 —1 cerchi distinti aventi per centro comune il centro del poligono e per qua- 


rei 


d [.,dV 
drati dei raggi le radici, tutte positive, dell’ equazione dé (7) = 0 essendo, a 


n» 


cod 
s Je n NI i S ” si 
meno di costante, V = o) "(a° — 8), dove a è Vapotema del poligono. 
4 V 


i=0 


x 


Per n dispari si giunge ad analogo risultato : la sommatoria è estesa da 


n_—-1 È ; 
0 ad RT In questo caso però alia curva di ordine n — 3 formata da- 


Ma EE A 5 VA 
gli na cerchi bisogna evidentemente aggiungere la retta all’ infinito del 


dd 


piano. 


Bologna, Gennaio 1920. 
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